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Messieurs   E.   PICARD    et  L   TAXNEHY 


Hommage  reconnaissant. 
E.  CAHEN 


PREMIÈRE  THESE. 


SUR    LA 


FONCTION    m    DE    RIEMANN 

I.T    SIR    nKS 

FONCTIONS    ANALOGUES. 


INTRODUCTION. 

E'oi'ii;iiie  do  ce  travail  est  dans  le  célèbre  .Mémoire  tie  Hieiiiaiiii, 
Uebcr  die  Anzalil  der  l'runzahlen  unier  einer  gegebenen  drosse. 

Dans  ce  Mémoire,  Uiemarin  considère  la  fonction  nniCorme  'i{s), 
(|ui.  ponr-  les  valeurs  de  s  dont  la  partie  réelle  est  plus  ^rande  (|ue  i, 

est  représentée  par  la  séi'ie    >  —• 

Il  démontre  la  formnle 

A  ce  propos,  on  doit  reinar(|ucr  que  cette  formule,  ou  plutôt  une 
équivalente,  avait  déjà  été  donnée  par  Schlômilcli  (  Zeitschrift  fur 
Mathemalik  luul  l'hysil;.  iiSjS  );  et  une  du  même  genre,  portant  sui'  la 
fonction 

déjà  en   iS'iç),  par  le   même  auteur  (  Zcitsrhrift  fur  Mathemalik  and 
Physik). 

Même  Euler,  en  i  7G1  (  Comptes  rendus  de  l' Acadenae  de  Saint-Peters- 
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hoiirg  :  Heitianjue  sur  un  beau  rapport  entre  les  séries  des puissanees.  tant 
directes  (jue  rèripnxjucs)  avail  donné  cette  relation,  sans  (l'ailleiirs  en 
•  lonniT  niic  déinoiislralion,  ni  mrinc  pi'éciser  les  valeurs  des  sommes 
(|n'il  coiisidi'fc. 

Os  den\  séries  'C(*)  et  /(v)  sont  des  séi'ies  de  la  l'orme  >  —^-  (les 
séries  sont  icmai(|nal)les  par  leurs  propriétés  arithmétiques  :  identité 
d'Kuler 

Mémoire  di;  Rieniann  déjà  eité:  travaux  de  Lejeune-Diriclilet  sur  la 
progression  arithmétiijue,  et  sur  les  formes  quadratiques  binaii'es. 

Pour  les  séries  employées  par  Lejeune-Diriehiet  dans  cette  dernière 
question,  on  doit  encore  remarquer  une  formule  de  M.  Ilurwitz  dont 

les  précédentes  sont   des  cas  particuliers      Einige  Eingeschaften  der 

Dirirldel  sclic/i   l'unclioncn    V(— |—   {/.citschri/l  fur  Malhe/natik  und 

l>/,Ysih\  t.  XXVil;  i882)|. 

Ces  séries   ^   -;   sont  dans  un  étroit  rapport  avec  des  séries  de  la 

((U'me  ^a„r"'",  et  ces  deux  formes  de  séries  sont  des  cas  particuliers 

de  la  forme  Va^r  ■'"',  les  A,,  eioissant  indétiniment  avec  //.  Sur  ces 
dcrnièi'es,  il  y  a  une  petite  Note  de  31.  Kronecker  {Monalsherichte 
de  r Académie  de  Berlin,  j  880). 

Ce  sont  ces  séries  ^a„e^'"'  que  nous  étudions  dans  le  Chapitre  1 
de  ce  travail.  Nous  démontrons  l'existence  d'une  droite  de  conver- 
gence, dont  nous  déterminons  l'abscisse  au  moyen  des  coeflicients 
(1(^  la  série,  généralisant  ainsi  un  certain  nombre  de  résultats  connus 
pour  les  séries  ^a„f'  "'. 

Etudiant  ensuite  la  fonction  représentée  par  la  série,  nous  cher- 
chons les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonc- 
tion f{s)  soit  développahle  en  série  de  la  forme  ^a„e~'"'.  Nous 
énonçons  un  théorème  relatif  à  la  mulliplicalion  de  ces  séries.  Enfin 
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nous  appliquons  ces  résultats  aux  séries  do  la  foi-nie  "^  ~y  et  nous 
donnons  quelques  applications  arithmétiques  immédiates  de  co 
séries. 

Dans  le  Chapitre  11,  nous  rappelons  les  résultats  obtenus  par  Kie- 
niann  relativement  à  la  fonction  t(s).  Nous  y  ajoutons  quehjues  appli- 
cations arithmétiques  dont  deux  ont  déjà  été  données  par  nous  dans 
les  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences  du  iG  janviei'  et  An 
6  mars  1893. 

Étant  conduit  à  étudier  la  l'onction  -/{s)  dont  il  a  été  parlé  plus 
haut,  nous  montrons  qu'on  peut  en  (aiie  une  théorie  complètement 
analoijue  à  celle  de  'C(s). 

Hntin,  dans  le  Chapitre  III,  nous  abordons  une  nouvelle  généralisa- 
tion. 'Ç{s)  et  /(a-)  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  séries  y  ~  dans 

lesquelles  les  coefficients  a„  se  reproduisent  périodiquement  de  /< 
en  /;. 

Après  les  préliminaires  indispensables,  nous  nous  bornons  au  cas 
de  p  premier.  Il  y  à  p  —  i  séries  indépendantes  de  la  forme  indi- 
quée. Or  nous  montrons  qu'on  peut  choisir  juslen)ent  p  —  i  séries 
jouissant   d'une   relation  fonctionnelle   analogue  à  celles  de   '~{s)  et 


'/(s).  \in  particulier,  on  obtient  les  séries  V  -^'-^y  i  -  \  étant  le  carac- 
,  .  ^  "~      V/v 

tère  (juatiratique  de  n  |)ar  rapport  ii /^. 

Etudiant  les  zéros  de  ces  fonctions,  nous  sommes  amené  à  des 
fonctions  holomoi'phes  analogues  à  celle  qui  se  rapporte  à  'Ç{s)  et  que 
Riemann  appelle  ?(0-  Nous  employons  pour  cela  une  méthode  géné- 
rale qui,  d'une  l'clation  fonctionnelle  relative  à  une  série  de  la  forme 
V  ^>   permet   d'en  déduire   une  relative  à   une   série   de   la    l'orme 

Nous  terminons  ce  dernier  Chapitre  par  quelques  applications  de 
cette  méthode  générale  à  d'autres  fonctions. 

(X'tte  relation  relative  à  la  série  ^  a„e~"',  jointe  à  la  relation 
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pci'iiicl  (l'en  Iroluci'  tinc  iiilinilc''  ir;iiilr<'s.  D'ailleurs  ces  roiidions  sont 
lie  celles  (jifoii  reiicoiilre  dans  la  Tliéoiie  des  fondions  modulaires. 


CHAPITRE  I. 


I.    Nous  lerons  il'aboiil  (luehjues  ieMiar(|ues  iclalives  aux  séries  de 

la  l'oiine  Va„e~'"',  dans  lesquelles  les  a„  sont  des  constantes  quel- 

(■on(|U('s,  les  \„  des  constantes  réelles,  posiincs  et  croissant  indéfini- 
ment,  de  soile  (jue  A,  <<  A^  ■<  . . .  ■<  'k,,  <C  ■  ■  ■  t''  qut^  'k,,  tende  vei's  -f-  ^; 
eniin  v  est  uiu'  \aiial)le.  Cette  forme  de  séri(>s  a  une  assez  i^i'andc  géné- 
ralité. 

Si  l'on  su|t|)ose  (jne  les  A,,  soient  les  noinhres  entiers  consécutifs, 

la  série  devient  'S' y,^^e"\  c'est-;i-dire  une  série  ordonnée  suivant  les 

puissances  de  e~'. 

Si  l'on  su|)i)ose  (|ue  les  A,,  soient  les  loi;ai'itlinies  des  nombres  entiers 

conséculifs,   la  série  devient    >  — ^;    les   séries  de   cette   forme    sont 

remarquables  |iai-  leurs  applications  arithmétiques. 

Hemarquons  (|ue,  |)ar  la  transformation  e~' =  .i\  la  série  Va„f'~'"' 

devient  ^  a„.r^". 

Relativement  ii  la  convergence  de  ces  séries,  dans  le  cas  simple  où 

X„  =  n,  l'existence  d'un  cercle  de  convergence  pour  la  série  \  a„.r", 

donne  immédiatement  celle  d'une  (b'oite  de  convergence,  parallèle  à 

0>'  pour  la  série  V  a„e"  ^  La  série  es!  cmivei'gente  pour  les  points  du 

plan  situés  à  droite  de  cette  droite.  Elle  est  divergente  pour  les  points 
situés  à  gauche.  Or  ce  premier  résultat  se  généralise  pour  les  séries  de 

la  foi'nie  ^a„^"'"^ 
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Nous  ferons  dépendre  ce  résultat  d'un  théorème,  d'ailleurs  bien 
connu,  ([ue  nous  énoncerons  sous  la  forme  suivante  : 

2.   Théorème.  —  Soie/U  deux  si/ifes  indéfinies  de  quantités 

aiQ,  .  .  .  a„  .  .  ., 
/>,  Ij,  ...  /y,,  ... . 

Supposons  que  : 

1°  Le  module  de  A„  =  «,  -l-  «.  -l-  .  .  .  —  «„  reste  fini  qiumd  n  uu^mente 
indéfiniment  ; 

2"  Im  série  \l  formée  par  les  modules  des  quantités  h  ^  —  b.^,  b.,—  b.^,  ..., 
A,,^,  —  />„,...  est  convergente  ; 

3°  b„  tend  rers  zéro. 

Dans  ces  conditions,  la  série 

V  ;=  (7,  />t  -h  a.,  l>.,-^.  .  .-h  a„  h„  H-  .  .  . 

est  eom-ergente. 

Supposons  de  plus  b,,  b,,  . . . ,  b„,  ...  fonctions  d'une  variable  s,  a,, 
a.,,  . . . ,  a„  étant  des  constantes. 

Si  h„  tend  uniformément  vers  zéro,  et  si  la  série  B  est  unifortnémeut 
convergente,  la  série  P  est  aussi  uniformément  convergente. 

En  effet,  considérons  la  série 

O  =  A,  (  6,  —  Z-',)  -  A,  (  t.,  -  Z^a)  -i- .  .  .  -+-  \„{b„  -  A„+,  )+..., 

et  désignons  par  P„.  B„,  Q„  l'espectivement  les  sommes  des  /(  premiers 
termes  des  séries  I',  B,  Q.  Soit  d'ailleurs  H  une  limite  supérieni'e  du 
module  de  A„.  On  a 

P„^„  -  P„  =  Q„^^  -  0„_,  +  A„+;,  b,^„^,  -  A„  h„ . 

D'ailleurs 

|Q„+,.-Q„-.l<"(Iî«-„ -«!„_,)    (-). 


(')  I  a  I  désigne  le  module  de  a. 


Donc 


i(iî„,.,,  -  ii„^,)-HH|^„-,;,H|-t-ii|^, 


Or,   d'aiJil's  les  li\  |i()llif'S('s  l'iiilcs,   on    |M'IiI  isfcndrc  n  ;iss('/  grand 
piMir  {[iir,  (|ii(d  (pic  soi!  p  c(  ([ind  (|nc  soil  s. 


\b„\  <    ' 
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Alcrs 


V,.^,.-V„\<,. 


Corolldirr.  —  Dans  les  conditions  de  riMionci',  la  sci'ic  P  cs(  une 
l'onclion  conlinnc  (M  int(''i;raiil('  de  s. 

Sn|)|)OSons  de  pins  (jiic  les  d(''i'iv(''OS  />,,  h',,  ....  I>\,.  ...  des  fonc- 
tions />,,  h.,,  ...,  I)„.  ...  de  .V  salisl'assent  aux  mêmes  conditions 
(|n'(dles,  il  savoir  : 

I"  I^a  série  B'  l'ormée  par  les  modules  de  /',  —  /'!,,  /',  —  h,,  ..., 
/'„_,  — f'„<  •■•  est  uniformément  convergente; 

•',"  //,,  tend  nniformémeni  vers  zéro. 

Aloi'S  la  séi'ie 

est  nniformémeni  convergenic. 

delà  snlFit  pour  élalilir  que  cette  série  est  la  dérivée  de  1*,  et  les 
mêmes  t'onsidérations  s'appli(|iieiit  aux  di'rivées  successives. 

)).  Rcnidir/uc  sur  la  coiilinmli'  de  la  srric  thins  ini  cas  parliciilu  r.  —  Sup- 
posons (|iie  la  séi'ie  a^^  a,-\- .  .  . -\- a,,^  . .  .    soit  convei'tiente   et   ait 

pour  somme  A.   Supposons  h,,  h., h„.  ...  fonctions  de  ,?.  cl  <|iie 

pour  .V  =  ,s„.  A|.  //^ A„,  ...  soient  égaux  il  t.  On  peut  se  demander 

si,  .s  (endani  vers  .v„,  la  somme  a  J>^  -+-  a.J)..  +  .  .  .  +  a„l>„  -\- . .  ■.  siippo- 
séi'  eonvcrgenle,  ((>nd  vims  \.  (]ela  ne  résulte  jias  du  théorème  précé- 
dent sur  la  continuité  de  la  série,  car,  pour  s  =  .v„.  1)„  ne  tend  pas  vers 
/éi-o,  e(  d'ailleiii's  cela  n'csl  |)as  toujours  vrai. 
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Posons 

A  =  «1     -^  a.,     -h  .  .  .  , 

H,  =^  a,     -H  cA,     -^.  .  .  , 

H„=:  rt„_,-i-  ar„_o-i-  .... 
Alors 

'  -  (R„_,-R„)(^. -i)^...  . 

Il  laiit  voir  si  la  soiiiiiif  di'  celte  série  tend  vers  zéro  lorsijue.v  tend 
vers.v,,.  Considérons  la  série 

(2)  A(fe,-  I)  -+-  \\,(/>,   -/>,  )  -i-.  .  .4-  R„-,(^,  -  b„.,)-+-.. . . 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (2  )  ne  diffère  de  la  somme 
des /^  premiers  termes  de  la  série  (  [)  que  de  —  R„(/>„—  i ).  qui  tend 
vers  zéro,  quel  (|ue  soit  i\  La  série  (2)  a  donc  même  s<unme  (]ne  la 
séritî  (  i),  et  il  n'v  a  qu'à  examiner  cette  série  (2  ). 

Dans  cette  série,  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  //•""  est 

R„  (  0,,^,  -  b„  )  -i-  R,,^,  (  b,,^.  -  b,.^,  )+.... 

el  l'on  peut  prcndie  ii  assez  grand  pour  (|ue  le  module  de  cetti'  somme 
soit  plus  petit  ()Ue 

U>«-.,  -  i»[ +  1 /'«+.- ^.+.1 +  •■■]. 

(]uel  (]iie  soit  t. 

Or.  tuipposof/s  (jiic,  s  tcnchtnt  vers  .ç„,  la  somme 

resle  plus  petite  quanti  eertdin  nombre  k,  [jour  toutes  les  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  un  eertain  nombre  r.  Alors  la  quantité  précédente  est  plus 
petite  que  ik. 

Ayant  ainsi  choisi  n,  on  peut  prendre  cassez  voisin  de  .v„  pour  (]ue 
C.  2 
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Il'  tiiodulr  (le  la  soiiiiiic  des  antres  Icrmcs  de  la  si'i'ic  (2  ) 

A  (A,-  />,)  -H  l<,(A,— A,)-H..  .-\-  !{„_,(/>„-  />„_,) 

soil  |iliis  |iclil  (|iic  ;./,■,  car  A, ,  />.. //„  Icndcnl  V(!i's  i . 

Alors  le  iiiudiili'  de  la  soiiiinc  de  la  srfic  (-i)  est  plus  |)i'tit  (|iit'2c/-. 
(•'('sl-ii-dirr  (in'iiii  iKiiiilin-  (|ii('lr()ii(|ii('  donné  ii  ravancc.  Donc  ce  mo- 
dule (ciid  vci's  zci'o.  Donc  a ,/',  -r-  a .  A.  -H  .  . .  Icnd  vers  a,  +  ^/_,  -i-  . . .  . 

Itc/nnriiiir.  —  3Iaissi  l'on  suppose  (|ue  la  série  a^-^d.,  +...-(- ^/„4-... 
soil  itlisohmicnl  converi,'ente,  celle  condilion  n'esl  |)as  nécessaire.  En 
ellel.  dans  ce  cas, 

V  „„  A„  _  V  a„  =  V  ,,,,  (  /,„  -  I  1  =  y  ,/„  (  b„  -  I  )  +  y  a„  (  b„  -  1  ). 


Or 


yr/„(/.„- 


<V  |. /„(/.„- i)!<î(2l'^''l' 


en  appidanl  a  le  pins  i^rand  des  [  h„  —  1  |.  On  peut  choisir  n  assez  grand 
pour  que 

V|.,„[<-i-. 

Alcu's  celle  partie  de  la  séiie  est  <<  î.  Ayant  ainsi  clioisi  n,  on  pourra 
sup|)oser  A,, />_, /v„  assez  voisins  de  1  pour(|ue 


y  «„(/^«-') 


Eté 


\.  Aji]>lic(ilii)ii  (tti.r  scrirs'^  a„c~'"^.  —  Nous  allons  trouver  la  droite 
d(M'onv(U'i;ence  ridalive  à  ces  séries  au  moyen  du  tliéori-me  suivant  : 

rin.oiu.Mi:.  —  Si i>unr  s  =  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
V  a„r^'"'  reste  finie,  la  série  est  eotwergerite  pour  toute  valeur  de  s  dont 
1(1  partie  réelle  A  (  .v  )  ('  )  est  plus  grafulr  f/ue  relie  de  ,v„ . 


)  Nous  dosii^neruiis  hi  partie  roclle  d'un  nombre  v  par  A(v). 
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De  plus,  ta  série  est  uniformément  convergenie  pour  toutes  les  valeurs 
(le  s  dont  la  partie  réelle  ,il(  .v)  est  plus  granc/e  que  a(.v„)  —  î,  î  étant  un 
nombre  positif  aussi  petit  qu'on  reut.  et  dont  la  partie  itnagtnaire  est  plus 
petite  en  valeur  absolue  qtéun  nombre  quelcompte  T. 

En  eflut,  su|)[)osuiisque  les  (|uaiitit('s^/ du  tliéorème  préccLlciit  soient 
et  les  (juantités  b 


Comme  ces  quantités  satisfont  évidemment,  d'après  les  hypothèses,  ii 
la  première  et  à  la  troisième  des  conditions  imposées  pai'  le  théorème, 
il  ne  reste  plus  ([u'à  démontrer  qu'elles  satisfont  ;i  la  deuxième,  e'est- 
ii-dire  que  la  série 

est  uniformément  convergente. 
Or  on  a 

s  —  ■<„='!  ±  tu. 

a  étant  positif  et  b  aussi,  et  l'on  trouve  facilement 


et,  par  consé(|uent. 

Or  la  série 

a  1)0 ur  somme 
Quant  à  la  série 


/.  V 


{).„--  /.„-!  le 


12 

on  a 


a„ -/„_,)--  "<-^'  ^""''<?.„_,e-">..-,  ■',., 


pdiirvii  (iiir  '/.,,    .  >•    -  (  '  ). 
'  '      (/ 

Donc,  si   l'on  ;i|i|icllc  /■  le  plus  pclil    ninnltrc  Ici   (jiic  A,    ,  ^  -,  on 

iinrn 

(■"('sl-ii-dirc 

.o„^)„_,,      '-' 
2^  I  /„  —  "/„  - ,  )(■  '        <  2  '^■"  ^  '■"   '  if-''"''"-+  ?--,p^"''  ■• 

Fin;ilcnicn(,  ht  scric 
csl  alisohiniciit  convcigcnlc  cl  sa  sonnnc  csl  pins  |)t'tili"  (|uc 


A  y 


("/.„       >.„.,)<•"',.   ,-\-bl,._^e"-''—. 


ç  csl-a-(lii'c  (inc 


■' v  -H  T  "V  (  >,„       ),„  ^,  )  e  -"•..-.  +  T},,  _ ,  c>-">.-.. 


Dtnic  le  tlicori'Mic  csl  dcniontrc. 

Cop.oij.AiiiK  I.  --  5/  1(1  série  est  (■(>n\'er^('til(  pour  une  râleur  s„  de  s, 
elle  est  eofH'er^enle  pour  toute  riileur  de  s  dont  la  purlie  réelle  est  jtius 
iirunde  ipte  celle  de  .«„ , 


(  '  )  l'ar  iiii  il(''\rlii|i|u'inrnl  en  srric.  cclto  iiK-j^jilitc  ro\  ioiil  à 


1  .  '2  .  .  .   Il 


1  .a.  .  .(2«  —   I  )    2"     '    «, 
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CoROLi.Air.E  11.  —  Si/a  série  est  divet-'^cnte pour  une  valeur  s„  de  s,  elle 
est  (/ii'ergente  poiirhitile  valeur  de  s  dont  la  partie  réelle  est  plus  petite  (pie 
celle  de  s„ . 

■'^.  Dreiite  de  eo/nernenee.  F;n(;iiit    de  l;i ,  o\\   clalilira    racili'iiii'iil 

l'existence   d'uni»  droile  de   converiïeiiee  D  |i;nallele  à   Or   ( //i,'.  i  ), 


y  D 

0 


c'est-à-dii'e  telle  que,  pour  toute  valeur  de  s  située  à  droite  de  celte 
droite,  la  série  ^  a„c~'.'  est  convergenle,  et  (|ue  pour  toute  valeur  de  .s 
située  ;i  i;auclie  la  série  est  diveii^cute.  l'ourles  valeurs  île  .v  siliu'cs 
sur  la  droite  1),  il  y  a  doute.  La  séi'ie  peut  y  être  converi^eiile  ou  diver- 
i^enle.  ou  converii'eute  eu  cert.iins  points  et  diveri;eiite  en  d'autres. 

().  Dérivées  de  la  série.  —  Dans  la  |)ortion  du  plan  où  elle  est  cnn- 
versjenle,  la  série  ^  7.„e  '«'  représente  une  l'onction  continue  de  s.  Il 
est  facile  de  démontrer  (|ue,  dans  cette  iiiénie  portion  du  plan,  la  série 
V  —  'k„y.„e  '"'  est  aussi  convci'i^enle  et  représente  la  dérivée  de  la 
|)récédente.  Car,  si  l'on  considi're  une  valeui'  .s,,  située  à  droite  de  la 
droite  de  convergence,  mais  telle  que  /il  (.<•„)<;  .a (  O :  puis  les  quan- 
tités a,  égales  à  y.„e~'»^-,  et  les  quantités  h  égales  à  X,/'  '■  '  '  '.  il  sut'lira. 
d'après  le  théorème  II,  de  démontrer  (|ue  la  série 

V  moi!  (/.„(■  '„<--'  --/.„_, c-'"  ■'■'-■'') 

est  convergenle,  ce  (|ui  est  facile  par  une  iiictliode  analogue  ;i  la  pré- 
cédente. 
En  effet. 


V 


(>.„-ie- 


/.„  c-''«  "  )-  -H  .4  /.„  >.„_  I  sin-  (  -^ 


I  ',  1-..    CAIIF.N. 

(!l,    |(ilC  (■(IIIS(''(|ll('lll. 


Or  lii  série 


/'(À„  --Â„    ,  )>.„'• 


V  (),„_,<--/„  _,"-}.„  e->..") 


il  |)()ur  sonime 
Qtiiiiil  il  hi  série 


A,c    '<". 


I>  ^  (''•„-'  '>■„    1  )>-«e 


(),„-->.„_,)).„e" 


"<^;   ,  e-'^- 5,^ 


hDlirvii  (iiie  A,    ,   >  '  • 

I  I  (I 

Donc,  si  l'im  ;i|i|)clle  r  le  plus  |)etil  noinlire  tel  que  1,  ,  ^>  ^  on 
aclii'vera  le  l'aisonneiiienl  conime  au  n"  \. 

Eiisnilc,  on  vendait  de  nièine  (|ue  les  séiies  V(  -  A„  )-a„r"'"%  .... 
^  (— X„  V'a„e~'"'  sont  res[)ec(iveinent  les  dérivées  secondes,  ..., 
//'■""■'  de  la  séi'ie    >  o.i,c  '"'. 

7.  Hciminiuc  sur  la  roiitiiiuilv  de  la  srric  dans  le  roisina^c  de  la  droilc 
de  fo/n'cri^'cnrc.    —   Soil  .v,,  un  |)oin(  de  la  droite  de   coiiveriience.    Siip- 

posons  que  ^a,/'~'"''  soil   une  série  convergente  et   voyons  si.  \  ten- 
dant vers. v„,  2  ««''"'"'  liMid  vers  V  a,/'-"'»*..  D'apri's  la  reniar(|ue  (  il" -^  ). 

il  siilTit  pour  cela  (|ue  ^  \e  ''"''.•   -  r  '»-é^  ^)|  reste    plus  petit  (|u"nn 

certain  iioinhi'e  /.•  |)our  toutes  les  valeurs  de  //  supérieures  à  nue  cer- 
taine liniilc. 
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Or  nous  avons  vu  (  n°  4  )  qui-,  vn  [)osant  .v  —  .v„  ~  n=-.  In, 


Vi.-.,--.). 


p-'.,._,  ^-oi< 


"y  (p-'"-. '  —  <-'■"■') -H  A  y  (/.„_,?-"'" .— /,„e-">") 


<;  e-'„-,"^  /*).„_ie-" 


(  en  supposant  «  >  /•).  Il  est  facile  de  voir  que  cette  quantité  est  plus 

h 

petite  (|ue  i 

Donc  Vy.,,^-''  '  tend  vers  Vy,-  "'.■'.  à  condition  que  -  ne  tende  pas 
vers  a:,  c'est-à-dire  à  condition  que  la  courbe  suivie  par  .v  pourahoulir 
en  5(,  ne  soit  pas  tangente  à  D  (//),-.  2). 


■y 

0 

^^ 

0 

a> 

ilais  si  la  série  ^x„e"'"'"  est  (thsolutnent  converjjenle,  la  condition 

précédente  n'est  pas  nécessaire,  ^  %„('"'•■'  tend  vers  ^  y.„i'  '  '  ,  (|U(dle 
que  soil  la  courjie  suivie  par  5  |)our  aboutir  en  .?„.  d'apri's  la  i'eniar(|ue 
de  la  tin  du  n"  3. 

(]es  théorèmes  sont,  comme  on  le  voit,  des  iiénéralisalions  de  lliéo- 
rènies  bien  connus  sur  la  série  de  Taylor. 

8.  DètcrmiiuUion  de  la  droite  de  co/H'crgence.  —  (diei'clions  aussi, 
par  analogie  avec  ce  qui  a  été  fait  sur  la  série  de  faylor.  à  déterminer 
la  droite  de  convergence.  On  sait  que,  si  l'on  considère  la  série 
y  a,,^  "■',  l'abscisse  de  la  droite  de  convergence  est  log/,  en  appelant  / 
la    limite  supérieure  pour  n   iiitini   (')  de  \|a„|.    (Voir    UADAMMiH, 


(')  On  appelle  liiniie  supérieure  pniir  n  iiifiin  do  nombres  «,.  «■,.  ....  ii„-  ■■■  mi 
nombre  L,  tel  que,  à  partir  d'une  eertaino  valeur  de  «.  tous  les  a„  snierit  plus  petits  (pie 
L-hi.  mais  tel  aussi  que.  à  partir  d'une  certaine  valeur  do  n.  il  y  ail  une  inlinilé  (V'i„ 
plus  grands  que  L  —  t.  quelque  petit  que  soit  î. 


!<'ssiil  sur  l' élude  des  fonchuiis  don  lires  par  leur  développe/neiil  de  Tavlor 
{,/.  (Il-  Ijdiiville.  \'' \^(-v\v,  (.  VIII:  iS()>,  ).  De  |)lus,  lorsquo  la  stM'ic  est 
(■(Hivcri^cnlc,  elle  l'i'sl  al)s()lLiiiiciit  (('XC('|jlt' |i('iil-('lrc  pour  les  points 
lie  la  droite  (le  (■oMVcrLîcilcc  ). 

(le  résultat  se  i>(''ii<''ralisc  l'acilcnuMit  pour  les  séries  \  y.„e~'"',  pourvu 
(|iic  les  iioiiiiir'cs  A„  soient  comparables  en  i^r'andenr  à  une  eei'taine 
pnissance  positive  ili-  //.  c'est-ii-dire,  poni'  |)r'é(iser,  [lonrxn  (|n'il  existe 

nn  nonihi'e  posilil'  y.  tel  (|ue  .  ne  croisse  pas  indétininient  avec  n.  .le 
(lis  (ine,  dans  ce  cas,  i'aliscisse  de  la  droite  de  convei^cnce  est  log/, 
en  désignant  par /la  limite  supérieure  poiii' //  intini  de  {  \^-n\-,  ^t  «jut^ 
dans  la  rei^i(ui  iln  plan  où  la  série  est  convergente,  elle  l'est  ahsolu- 
nuMit.  Kn  eHél,  la  démonstration  de  ce  théorème,  donnée  pour  la  série 
V  a„e  '",  s'appuie  uiii(|nrmi'nl  sui'  ce  l'ail  (|in'  la  série  >  a",  où  a 
représente  un  nmnbre  réel  positif,  plus  petit  que  i,  est  absolument 
convergente.  Or  il  est  facile  de  voir  (|n'il  en  est  de  même  de  la  série 

^   a'",  cai'  |iuis(|ue  r—  <^  L,  I.  étant  un  cei'Iain  nombre, 

.^    '  '  '  lu" 

Or.   V  jji.  lest  convergente.  pnis(|ue 

a  \\n  sens. 

A  ce  |)ropos,  on  établira  l'acilemenl   la  re(nar(|ue  suivante  : 

S(    --'— !  et    V  Î5'-„|  "///  <les    liiniles  latnr  d    --  x,   ers  luiules   sorti 

1    ^-.1    I  '  .    "  1  ' 

les  mêmes,   généralisation  du  ihéori'me  bien  connu  sur  les  limites  de 
— —     et  v  i  a,,  1,  pourvu  (lue  les  A,  satisfassen!  ii  la  condition  énoncée 

]      3<„      I  '."Il  1 

l)lns  haut. 


*.).    Mais   supposons    maintenant    (|ue   .      croisse    indéliniment,  (jiie 
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(]ue  soil  le  nombre  positif  a;  c'est  ce  qui  arrive  jiisleiiieiU  dans  le  cas 
ini|K)rtant  de  A„  =  \o"n.  Alors  la  convei'i;ence  de  la  série  T"  y-,,e'^''^  ne 
dépend  pas  seulement  des  modules  des  quanlilés  a„,  mais  aussi  de 
leurs  arguments  ;  et,  de  plus,  la  série  "^  y-n^~'"'  |"'nl  «'l''''  eouveri^MMile 
sans  l'être  absolument. 

Voici  alors  comment  la  position  de  la  droite  de  convergence  dépend 

des  coefticients.  Supposons  que  la  série  y  a,,e~'.'  ne  soil  pas  conver- 
gente dans  tout  le  plan,  autrement  dit  qu'il  \  ail  une  droite  de  con- 
vergence. Nous  pouvons  supposer  que,  par  un  cliangemcnt  de  variable 
de  la  forme  *■  =  .ç^, -i- ^  ,  on  ait  fait  que  cette  droite  de  convergence 
ne  soit  pas  à  gauclie  de  0\'.  Ceci  posé,  on  a  le  tbéoii'me  suivant  : 

Théorème.  —  L' abscisse  c/e  lu  droite  de  convrrfi'encr  est  égaie  à  la  li- 
mite supérieure  pour  n  infini  de 

lo-     y  a„  I 


En  effet,  soil  /  cette  limite,  et  soit  a  l'abscisse  de  la  droite  de  cou- 
vergence.  Considérons  une  valeur  réelle  ^>-<7.  et  par  suite  i>u, 
lie  sorte  que   7  a„c~''.'  soit  convergente.  Posons 

i, „.-...= s.. 

d'où  l'on  déduit  facilement 

et,  par  suite, 

^  2?,,  =  S,  c\'  +  (  S,  —  S,  )  e>---  -1- .  . .  -t-  (  S„  -  S„  -,  )  ('■' -^ 

Soit  S  un  nombre  plus  grand  (jue  |S,  j,  |  S.  | |S„[,  —  (^l'ar  liy- 

C.  3 


pollit3Sc  N  a„t"'»'  est  roiivorLjcnto.  )  Alors 


<  s  e' .. <  +  S r  —  (•' . '  -t-  e'>'— t''^' -T-e'r'.  .  .  —  c',.-<'  -+- e'">" ]  <  S  (  •_>.  t-' ..<  —  <■'.') 


d'où 


2«. 


<'iS('*"', 


loir  a  s 
<  ^^ 


('elle  (''i;alil(''  nionlro  (|iio  /  _  .v,  cl,  roninic  coci  rsl  vrai  pour  loiilc  va- 
l(Mir  il(*  ç  plus  gran(l(>  (|iie  a,  on  a  aussi 


/_«. 


iVautro  pari,  ji^  dis  que  la  série  est  converiienle  pour  toute  valeur 
de  s  plus  içi'ande  que  /. 

Kn  (MlVf,  on  a,  poui'  /i  suriisaïuuienl  i;raud. 


lo- 


1 


quel  (|ue  soil  z,  d'où 


2 


<  /  +  £, 


:A„A.("=  (A„<l), 


V  ^„  ,.-■'..-  -  "V  (  A,,  r""-  p\.i'+:'  -  A„_,  c'^.:  .  e>-.,-,  '+=  )  e-K<. 
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Considérons 

(/,)  V  A„tA.e>,.'*^  ((.-/.,..<  _e->.„.,^). 

La  somme  des  n  prcmiei's  termes  de  la  série  (  .])  ne  ditlrre  de  celle 
des  //  —  I  premiers  termes  de  la  série  {3)  que  de 

([ui,  pour.v>/H-î,  tend  vers  zéro. 
Donc  il  suffit  de  dénionlrer  que 

^  A„  e''>..  e'..''-=   («->..-•-  e-'-M^) 

(lu,  [dus  simplement, 

y  e>„;/-3!(e->.,.<— s->.,.,.0 

est  convergente  pour  *  |>  /  -f-  £. 
Or  cette  série  est  égale  à 

la  première  partie  de  cette  somme  est  convergente. 
La  seconde  est  plus  petite  (|ue 

( /  -i-  c )  "V  (  ).„^,  -  l,.  )  e->,-,'^-'-=), 
c'est-à-dire  plus  petite  que 

pou  r V  u  que  A„  >■  ^^^^  ^7  • 

Donc  elle  est  convergente  aussi. 

Puisque  pour  .y  >>  /  la  série  est  convergente,  c'est  qu'on  a 

/  -t-  £  >  -7 
(|uelque  petit  que  soit  t;  d'où 

mais  on  a  démontré  que 

lia. 
Donc  l  =  a. 


in  V..    i:aiii;n. 

10.    \()ici  ciifDit'  un  lliroiriur  sur  les  séries   >  7.„c'~'"'. 

■I-  ..   ■  I-  \c)is/i     ,     ,.  ■  ■   \r  -,  < 

I  iii;oi;i:Mr..  ~  Soi/  r  =  lini  sii|).  — .^ —  •  Ji-  (/is  //ne.  sv  i///r  sent-  >  x,,/-  '» 

rst  c(i/H-crf(( nie  pour  une  râleur  a  fie  s,  clic  est  <(l>soliiinc/il  convcri^cnlc 
pour  les  râleurs  de  s  dnul  la  purhc  réelle  est  plus  jj^niiidc  (pie  celle  di 
a  +  /•. 

(^Mi-  soit  nue  Icllc  valriir  a  -{-  r  +  I .  Soil 

1 

;<„z=(S„-S„-,)eV' 


On  a  clone 
et,  par  suite, 


y. „.->.'•' --=y,s„-s„._,).- 


Or  :S„— S„_,'  reste  plus  petit  ([ii'nu  noinlii'e  fixe  A.  Done  la  sorunie 
•  les  modules  îles  //  premiers  termes  de  la  sri-ie  (  (>  )  est  plus  pi'tile  (|iie 


lai|U(dle  e-l  eon ver^ueute,  eai\  |iiiis(|m'  lim  sup.  ^^ 
la  di'oile  de  l'on ver:.i'enee  de  la  S(''rie  V^"'-^  est  /'. 


/',   I  alis<isse  Ile 


K.veniple.  —  Si  une  série  de  la  l'orme  7  -^  est  eon\ criicnle  pour 
.V  =  II,  elle  est  alisoliimeut  eonveri^ente  |)oui'  les  valeurs  de  \  tidle^  (|ue 
;ï\{^s)'^(l  -+-  I,  [larer  ([ne 

liui  sini.  ; =  I . 

l  ne  série  de  la   forme    >  r-, — " —   jieul   étrr  eonveruenle,  et  ne  l'élii' 

ahsolumeiit    [loiir  anmiie  valeni'  de  ,v,   lidle  la   série   "^  \-^-\'    jiaree 

(jne 

,.  lut;/; 

lun  Slll).  ; -, ^  oc. 

lof-'log/; 
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Le  Uiéorènie  du  n"  S.  à  savoir  que.  si  les  nombres  /.„  sont  oonipara- 
liies  en  ijramleur  à  une  certaine  puissaïu-e  tle  //.  la  série  V  a,,  c  ''  est 
absolument  convergente  pour  les  valeurs  île  s-  situées  à  droitf  de  la 
droite  de  convergence,  est   un  cas   particulier  du    [irécedent,   |»nis- 

(lu'alors  limsui).^^^  est  nulle. 
'       / ., 

1 1 .   Fonction  représentée  par  la  série  V  a„  e"  '.  —  Dans  l;i  port  ion  du 

1 
plan  où  elle  est  convergente,  cette  série  représente  une  fonction  licdo- 

niorpbe  de  la  variable.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  On  peut 
chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonction 
soit  représentable  dans  une  portion  du  plan  par  une  série  de  celte 
forme.  De  plus,  on  peut  chercher  à  déterminer  les  coefficients. 

Voici  une  forme  de  conditions  nécessaires  énoncées  par  Kronecker 
( Monatsberirhte  fie  l' Aradémie  de  Berlin.  i88o\  et  d'ailleurs  la  suite 
du  raisonnement  de  l'auteur  peut  servir  à  demond-ei'  <]uc  l'c-  rmidi- 
tions  sont  suffisantes. 

Soit   /"(  .f  )  =  >  x,,  (""''.'"  jioui'  '■",  {  s\  >  /. 

Soit  a  >/. 

On  sait  iiue  ^  /  -ds  est  égal  à  i  nu  à  o.  suivant  (lUi-  h  i>t  po- 

'        2/7:^/,  _         s-  '  '  ' 

silif  ou  négatif. 

Fig.  3. 


Donc    SI    nous    considérons   —r^  j         /(s)^ds,    puisque,    pour 
a(s)=  a, 

et  que  la  série  est  uniriU'mément  conver^rente.  il  imi  résulte  qu'on  peut 
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4-  /■■■  '  ■',„ ., .  11'... .  4,  i  ,.  /■-'  11-ii:  „„  =2  «.. 


en  sii|i|H)s:iirl  ir  roinpris  ciid'C  /,/,  (•(  A/,,,. 
Celte  e^:4iilile 

(!(''tei'iiiine  les  A„  (|ui  sont  les  valeurs  de  ir  [loiir  les([iiéll(?s  <I>((r)  esl 
(liseoiilimie.  l'aile  (lélei'iiiiiic  aussi  les  y.„. 

Donc,  (les  eomlitioiis  néccssaii'es  poiif  (|iie  /"(.s)  soit  dévplopiialih» 

en  sefie  V  a„  r  '"'  poni'  ,il(.?)  plus  graml  (in'im  ci'ilain  noiiihre  r/soiit 
(jiie  la  foiietion  de  la  varialde  positive  u' 

dans  la(|ueile  «  est  un  noniiji'e  quelconfjue  ^<l,  soit  indépendante  de  a 
el  soit  constante  pour  ir,  compris  dans  les  intervalles  o  —  >.,.  A,  —  )  o, 
A.  —  A, 

I!écipf(i(|neinent,  si  ces  conditions  sont  reni[ilies,  la  fonction  est  dc- 
vclop|)alilc  en  série  de  la  forme  indi(|née. 

Soit '.^  une  valeur  de  .s- telle  que  ^  (")>•  r/,  et  prenons  a<C^iK('C). 

Posons 


'^'    ^;„./'""/>" 7 


piMir     À/.  <  le  <  ).,.^, 


On  a 


Donc  on  déduit  de  (  7) 

A-  >  • 


7) 

~.l     "■•■(      ;/") 


I  e"'(î-s  ({s  ^ 


((.->„..'- f>-''-.î)  2  a„, 
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et,  eu  somiiiaiit  les  deux  mciiil)i'es  de  /<  =  i  à  /;  =r  îc. 


-[-■'■'■r'im-- 


?">"-'  ds^\  »-„<■-''•■'-■ 


^/ 


■•"■  fis),-',' 


^  ./.v  =  y  ;<„  ^ 


()i-  intégrons   — — V,   f/.v  le  loiii;  du  eoiilonr  d'un  carie  AlillD  de  colé 

,V  (  .V  —   ,   )  ^ 

dans  le(|uel  l'ahscisse  de  AI)  est  a,  et  celli'  de  \M\  e>t   -r---/:.  l'uis<|ue 


'•"-"/(,,-. A 


a  un  sens  puni'  a  ^  t 


/  et  tr^o,  c  est  (lue   ■ 


pour    s:=a^yzi   un    module    infiuiuieut   petit   par    ia[iport    ii    c(dui 

(le   -■ 

ne  (Ml  Ali  ■ 


de  -■  Donc  dans  riulé^iale    /  ■ — — — ^^^/v,  i'elenient  d'iulé:;i'atioii 

décioit  au  moins  comme  —  quand  rcioit  indéliniment,  tandis  (|ue  la 

loui^ueiir  du  clicmin  d'intégration  est  égale  à  c.  Donc  cette  intégrale 
est  nulle  pour  c  inliui. 


Fig-  4- 


■^J\ 


\)v.   même,  puisque    /    •  '  ds  est  tini,    /    •  — — ,~^A-  est    nulle 

pour  r  infini.  On  a  donc 


j,,-),;   r"^" f{s)e'. 


>.'!«, 


■iir.   J^^  _^     s.  s  —  t) 
\\    étant  le  l'ésidu  de  la  fonction  sous  le  signe    /    |ioiir  le  seul  p 
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iin'i'llc  ail  dans  le  cari'i'.  Or  ce  ri'sidii  csl    '-^  /('Ç).  On  a  donc  l)i('ii 

12.    /l('///(i/r/iic.  —  Si  |Miiir  loiilcs  les  valriiis  d(w/ jdiis  i^randcs  (|n(w/, 

/         f^''') ''"''-;    '■•'^1   <i>nstanl,   il    m   r-rsullc  que    /   +/   =  <>.  ABCI) 
■  •'  -"  ''  ■'au      ^Vi> 

rlaiil  à  didilc  (!(•(/,  cl  AH,  CD  claiil  ii  l'iiitini  (//^'.  V). 


ncciiM'dqiicnicnt,  si  l'on  sait  (|iii'  la  foiic(inn/(.v)  csl  dcvci()|i|)al)lc 
en  scri('  de  la  l'orme  V  a„  r'-'--'  sur  iJC,  si.  d'aulrc  pari,  on  coiinail  nn 
proloni^cnieiil  analyli(|uc  de  la  lon(ii(ni  ;i  gauclic  de  HC,  tel  (jin'  l'on 
]>nisse  dcniuntrcr  (jnc  /   -I-  /   =<N  il  en  rcsnilcra  qne  /   =  /  ,  cl,  par 

•   Ali         -'cil  .'ai,         .',t,. 

snilc.  si  la  lonclion  est  li(donioi'plic  dans  le  rectangle  AI5CD,  il  en  rcsul- 
tci'a  (lu'eile  sera  dévclopiialilc  par  la  niêtnc  série  V  a„  r  ^.'  sni'  Al). 
Nous  veridns  |)lns  loin  des  applications  de  cette  rcniarqne. 

l.">.  Sur  une  rorrcspDnilancc  ciilie  lieux  fonctions.  —  Soit 

Si  la  série  ^a„r  ^.'  est  convergente  pour  certaines  valeurs  de  v,  la 
série  Va,,  e^'"' sera  convei'gente  i)our  toutes  les  valcui's  de  a-  dont  la 
])artic  réelle  est  positive. 
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En  eU'et,  on  a.  par  liypotlièso. 


lim  Slip. 


I^'< 


non  iiiliiiio. 


Donc 


loiïl  V: 


liiii  Slip. 


log  y  a  J 


lim  Slip. 


J !  1^'  -, 


F.  '-. 


car  i—  = 


-^„  _   o^  .,^  j^^^^i  ^^^.^  7,;.po.  Donc  la  droite  de  convergence  de  la 


série  ^  h„  c  '•'  a  [)Our  abscisse  /éro. 


On  a 


Donc,  en  posant 


on  a 

(■S) 


ponr  les  valenrs  de  s  telles  qne  a(.v)  >  <^?,   </  étant  l'ahscissc  de   la 
droite  de  convergence  de  X(.v). 

Remarque.  —  Puisque  l'intégrale  (8)  a  un  sens  pour  les  valeuis  de.v. 
telles  que  A(.v)>(7,  a  étant  l'ahscissc  de  la  droite  <!e  converi;ence  de 
la  série  ^  a„c  "■■',  c'est  (jne  F(.r),  l(irs(|nc   r  tend  vers  zéro,  devient 

infinie  au   pins   comme    -_,■    \V(-r)   peut    d'ailleurs    rester   tini    pour 
j-  =  o.| 

l'i.  Àitire  forme  d'intégrale  dèfune.  —  La  remarque  précédente 
permet  de  transformer  l'intégrale    i    x'''¥(a;)dx  de  la  façon  sui- 

Jo 

vante. 

C.  4 


(loiisidrroiis    /  .r'   '  \' {  —.7-)(/.v.  prise  le  loii-  d'un  (■(iiiloiir  (1  (//:,•.  <i  ), 

(In-iit  ihiiis  le  sens  [Misilil',  en vi'lojipaiU  l'oriiriiH'.  ir('nv('lo|i|)anl  d  ail- 
leurs aiiciiM  aiilre  |i(iinl  de  diseoiiliiiuilé  de  la  loiirlion  F(  —  .r  i,  et 
s'eleiidaiil  à  l'iiiliiii  vei's  les  .r  iiéi^alifs.  Soil,  par  exemple,  un  eontour 
tormé  :  i"  par  l'axe  des  .r  de  —  y-  ii  A;  ■2"  par  le  (MM^de  iiiliniineiil 
pelil  ("  :  .'!"  |iar  l'axe  des  .v  de  A  ii  —  ce. 


l'ar  définition,  .r'~'  —  (,s-i  u>s-r .^  log.r  nyaiit  une  intinité  de  détoriiii- 
natiiins  en  progression  aritliniéliiiue  de  raison  2/-,  x'~'  a  une  intinité 
de  valeurs  en  progression  géométrique  de  raison  c^'~'^-'\  et  l'intégrale 
préeédenle  a  aussi  un(!  infinité  de  valeurs.  Pour  fixer  la  valeur  de  l'in- 
féi;rale.  nous  supposei'ons  (|ue,  lorsque  ,r  part  de  —  x:, 

log-,r  =  ioi;:(— x)  —  /-, 
log(  —  a-)  étant  ré(d. 

Alors.  lors(iue  .t'  revient  à  —  ce  après  avoii'  tourne  autour  de  l'oii- 
giiie,  log.r  pi'end  les  valeurs  log(—  .r)  -i-  /'-. 

Remarquons  maintenant  ((ue,  puisque  F(a-),  lorsque  ,z-  tend  vers 
zéid,  devient  infinie  au  plus  comme  ^;7i  l'intégrale,  prise  le  loui,'  du 
petit  eende,  est  nulle  pour  les  valeurs  de  s  telles  que  A{s)  >  a.  Dans 
ces  eoiidilions,  on  a  dtuie 

/  .,-'->  F  (-.r)^/.r=:       I       (- j)'-' l•(-./■)[cos(.s•-l)^-/•sill(,v-l)7:J^/.'• 
+  /        (—./■)•--'  1"(— .r)[i'os(.v—  i)--l-(siiu.s-  I  )-]</■'■ 
—  —  •>.  /  si n  ( .s-  —  I  )  -  /     .r*-  '  F  (  .i- )  d.r. 

(     .f—  F(,r)  (/.r  =  -^,-Ç±-    _    r,,-'-'  F(-  .r)  d.r: 

I  ■J'SII1(5—  I)-    /, 


Donc 


sn;  i.\  roNr.TioN  ,(.9)  or.  uiemann  et  srn  nvs  rosi.TioNs  .\n.\i,ogi;i:s. 
par  suite, 

—1  •2(l\.s-)sin(.s--t)-  / 


OU 

(9) 


V{~.r)d.i: 


I.K    Extcnsio/i  lie  Ui  fonclion  /(s)  =y  y.„e  ^■'■'\   —  Nous  jivoiis  ilil 

(liie,  dans  la  iJOilimi  du  jdaii  du  la  série  >  a„  r  ^'■'  est  converiiciid' . 
elle  represeulf  une  l'iMielidu  liolomorplie  /(  .v '). 

Il  existe  nue  t'onetiou  et  une  seule,  uniforme,  ii  discontinuités  sépa- 
rées par  des  intervalles  finis,  qui  coïncide  avec  >  y.„  c^"-.  pour  Ic- 
valeurs  de  ^  pour  lesquelles  cette  série  est  converijente. 

(Vest  cette  fonction  que  nous  désignerons  par/(.v). 

Or  la  fornuile  (9)  donne  l'expression  de/(.v).  Kn  effet,  l'intégrale 
/  j''  '  F(  —  .r)d.v  conserve  un  sens  pour  toute  valeur  de  v.  Ainsi 


/"(•^■)  = 


r(.-.s-) 


:-(„.-.r 


(—  ./■)  i/.i 


On  peut  d'ailleui'S  déformer  le  contour  C  défini  précéilrmiiiriil, 
pourvu  qu'on  ne  lui  fasse  pas  envelopper  d'autres  points  de  discoiili- 
iiuilé  de  la  fonction  F(  —  r)  ([ue  l'origine. 


U).    Inversement,  on  a 


îk/" 


r(s)e-V;. 


donc 

(10) 


''<'^|=,k/ 


I     r"^"T(.'!)/(.s) 


dx. 


.Mais  la  convergence  de  la  série  V  7.,,  r -'■•■'  n'entraiiie  pas  relie  di'  la 

série  Va„p  -■'.  Cette  condition  de  convergence  est  donc  ii  ajoiiler. 
Ainsi  une  condition  nécessaire  pour  (iue/(.s)  sait  dév(do[)pal)li'  en 
série  de  la  forme  2a„e-'^^  pour  A{s)^d,  est  que  l'intégrale  {\o) 
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Jiil  mi  sens  |i(»iii-  IimiIc  valciif  de  c/ >• 'A  ^"i'  iinIt'lH'iHhiiilc  ilc  d,  et 
sdil   (■■i(;il('  il    une  roiictioii    F(./')   «IrvcloppiiMc   en    srric    de    l;i    ('(U'iiic 

17.    O/M'ra/ions  sur  /('S  séries   >  a„  r  '"'.  —  La  .soiiiiiic  (Ui  la  diUcicncc 

(le  deux  séi'i(^s  Va„f'"'"\  ^î^"^'  '"'  ^"'^^  ""'^'  ^'^'l'ie  ^^  Y„  <"  ''"'.  I«'s  v„ 
claiil  les  X„  ('(  les  a„  laiiiiçt'.s  par  ordri;  de  i^i'aiideiii'  croissanlt'. 

De  inciiic,  le  iti'dduil  ^  a,,  e  '"';•:  ^  3,,  r  ''"'  pciil  cli'c   mis  sdiis  la 

loriiu'  ^  c„t'  f'"',  k's  p„  riant  des  soiiirnes  A,,-)-  [-»-„.  rani^M'cs  par  (ir-drc 
de  i^i'aiidiMir  croissaiilc.  Cependant  eetle  li^anslorinatinn  n'est  eerlaiiie 
que  si  les  séries  ^''  a„r  '"',  V  [i,^r~i'"'  sont,  pour  certaines  valeni's  de  .v. 
ahsoliinienl  e(inveri;-entes ;  mais  il  est  important  de  remar(|iier  (pTelle 
snlisiste  même  pour  les  valeurs  de  .v,  telles  (pie  la  condition  [ireeédenle 
ne  soil  pas  remplie,  pourvu  (jue  les  sei'ies  soient  converiicntes. 

Kn  elTet.  [loiii'  les  valeurs  de  .v,  t(dles  (|ue  les  deux  séi'ies  soient 
aiisolnmeiit  (■(inveri;('ntes,  par  e\em|)le,  ctdies  dont  la  partie  réelle 
est  o  ,  on  a,  en  posant 


le  produit. 


/(.v) ="y  x„  (-'■..•%     9(.v)  -  y  3„  e~v,.% 


/(.v)9(.v)=;  Vo„,'-P„-<. 


Or.  si  pour  la  \  a  leur  réedier/  de  .v,  (i<^<i',  f(s)  est  dé\  (doppahle  en 
si'rie  ^  y.,,e  '■',  on  a  la  ronctiou 


■HT.  .1  S 


indépendante  de  (/,  et,  par  suite, 
AH,  CI)  étant  à  i'intiui  (  //-.  7  ). 
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Si  o{s)  est  aussi  dévoloppahle  en  série  V  3„i"-:^',  pour  la  valeurs 
(le  s,  on  aura 


,        r"  +  "  /(.<!)o(s)e" 


-V:.'-U/S 


ds  est  indépendante  de  a,  et,  par  suite,  la 


Donc  -'-   f 

l'onclion  /(s)z,{s),  étant  développalile  en  série  do  la  forme  V  o„e~'''''^ 

poui'  les  valeurs  de  s,  dont  la  |)arlie  réelle  est  a',  l'est  aussi  pour  celles 
dont  la  partie  réelle  est  a  (  n"  11  ). 


3/ 

0 

a 

a.-        a> 

l'n  cas  intéi'essant  est  celui  où  les  nonihres  /.„  se  i'c|U(Hlui>ciit  par 

addition.  Alors  le  pi'oduit  de  deux  séries  de  la  l'ornie  V  y.„('''-''  est  lui- 

niénie  une  séi'ie  de  celle  l'orme.  E\em|de  :  /.,  =  /?.  A  =  log//.  a„=  l<'fi'/,n 
les  rt„  étant  les  nombres  entiers  non  divisiljles  par  un  (|Uelcon(|ue  des 
noinhi'es  pi'emiers  contenus  dans  une  cei'laiue  suite  finie  ou  intinic  ji^. 

/'. 

Autre  exemple  :  "/„  =  log( />- -^ //'■  ) 

De  la  on  dcduil  t'aeilement  le  (luotieut  de  deux  séries  —r," — ^.'  et 

la  série  obtenue  n'est  convergente  que  pour  des  valeurs  de  s  dont  la 
partie   réelle  est  plus  gi'ande  (|ue  celles  qui   rendent  convergentes 

y  a„r"'"\  y  ^„  ('"'"*.  et  (|uc  C(dles  (jui  anuiileni  N  !i„ f""'*"''. 
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I(S.    AppUiitlion    (les    n-su'htls    pirccdcnts    ait.v    si-nrs    f/r    Iti    joiinc 
>   — •  —  Ia's  séries  de  l;i  lornic   ^       "  siiiil,  coiimih'  nous  l^ivons  dciii 

(lit,  (les  cas  inirMiciilicrs  des  séfics  de  Im  roiinc  ^  a„r  '»'.  l-jllcs  ciirrcs- 
|)Oiid<'nl  an  cas  de  /.„  —  loi^v?.  (les  séries  adniellent  une  droite  de  con- 
veriicnce  [larallide  ;i  ())•,  dont  l'aliscisse,  (piand  (die  est  positive,  es! 
donnée  |iar  la  l'orninle 

a  =  lin)  sii|i 


__i I 

Vv-n 


lui  [larlicnlier,  ini  a  les  tli(''or(_'mes  suivants  : 

riii:oin:\n",  I.  —  La  série   >  —  </  noiir  drotlr  de  co/H'cnscnre  x  ^=  i . 


Tm-or.KJiF.    II.    —    /.(/  .v£77( 

,J'   =:    (). 


a  /)i>iir   droite   de   ronvers^enee 


Tin:or,i..MK  III.  —  Soi/  ia  série  ^     '"  i  /es  a„  (iani  tels  rjue  ^  y.„  eroisse 

((vee  II  eoDiDie  une  certaine  piiissiuiee  à  crposant  jiositif  de  n .  if . 
Alors  1(1  droite  de  rorH'eri;enee  est  .r  :=  a. 


Kn  ellel. 


lo 


V. 


lo£;« 


logA,,  reste  lini.  Donc,  la  droite  de  convergence  est  x  =  a. 

H).    Fonction  repieseiitee  par  la  se'/ie  ^^    "  •   ~~    I^;iiis  la  portion  du 
nian  où  elle  est  convergente,   la  s(!'ric    7  -^  reiiréseiite   nnc   l'onction 

uniforme  et  continue  de.v.  Cette  l'onction  est  Indoniorphe.  et  sa  dérivée 
s'obtient  en  jtrcnanl  les  dé'rivées  des  lernies  successirs  de  la  série. 

InversouM'iit,  la  condition  nécessaire  et  surtisanfe  pour  ([u'uue  l'onc- 
tion /(*)  soit  (lév(doppal)lc  en  série  de  la  l'ornie  V -7  pour  les  valeurs 
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(le    s   dont    la    partie    réello    est   plus    grande   qu'nii   <'eitain    nmnlire 

positif  (/  est  (|ne    la    l'oneiion   de  ir,    ^  /  — ds,    soit   ponr 

A((/)'^i/    indépendante  de  a.   et   eoiistante    p()ur   les   valeurs  de  u- 
eoniprises  dans  les  inlervalUis  o-log2,  Iog2-loi;) 

l  ne  autre  forme  de  eondition  iiéeessaire  est<|ue    _  /  --^^  /(  s  )  i/s 

soit  développahie  en  série  de  la  forme   >  'y.„r""''  [xuir  <:t\.(J')  ]><>.  on,  l'c 
(|ui  revient  an  même,  que  la  fonetion  de  //, 


i*;:^./'-'" 


soit  une  fonetion  de  //,  liolomorphe  dans  le  eerele  de  eentre  o  et  dt? 
lavon  I . 


20.    I.a  formule  (S)  donne  ici 


en  posant 


V^.         Tu -s)    f     ,_,  ^. 


)  d.v. 


21.   Voici  quelques  formules  sur  certaines  séries  de  la  forme  ^    ; 
Posant,  d'après  Riemann, 

ou  a,  d'après  Euler, 

p  désignant  tous  les  nombres  premiers. 
On  déduira  facilement  de  là 


(II)      LÇ(^;]'=y'--^'' 


y(7  +  i)...(y-ha  — i)  '7('7  +  i)...('7  +  ?  — i)        J 
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(j  chiiit  Mil  iioiiihi'c  (|iii'lcoiii|iie,  et  posant  n  (léi'omposé  en   (arlciii^ 
pnMiiici's 

(Minime  cxciiiplc  il'applicalioii  arilliiiirliiinc,  on  a  pour  n  —  2 

[î(.s-)]-  =  ^(:<4- 1)(3  +  D.-.-'^- 
D'ailIt'iirs 

[;(.<)]-^=  >   ^ — —,  [À( /O  ^=  nombre  lies  (livisoiirs  ilo /i  |. 

Donc 

>.  (  /O  =  (  2!  4-  I  )  (  ,3   4-  Il  ... . 

forinult's  analoj^'iics  |)oiir  y  =  î,  \ 

On  ilétcrniini'iait  de  mèiiie  la  somme  des  ilivisonrs  irnn  nomlire  pai 
la  ronsidiM-alion  de  la  t'oiictioii  'i{  s  )  'C(  s  —  \),  ele. 

Si  dans  la  formiile  (11)  on  l'ail  y  =  —  r .  on  olitient 


(.■.'.) 


1      ^  y.  (  n 


a( //■)  =  ()  si  /■(  conlient  des  facteurs  premiers  ninlliples. 
a(/0  =  ±  I  si  n  n'en  conlicnl  |ias,  -f- i  si  le  nomliia^  des  facicnrs 
premier.s  tie  n  est  jtair.  —  1  dans  le  cas  contraire;  résultat  connu. 

V'j  in) 
. '      -  est  certainement  convergente   pour  ca(.ç)>i. 

mais  elle  est  peut-être  convergente  pour  des  valeurs  de  s  dont  la  partie 
réelle  est  plus  petite  que  i. 

11.  Den\a/i()/i  ri  inlcp;r(i!ion  iiiirm'riqiie.  —  Soit  une  fonction  numé- 
ri(|ue  oi'l).  Nous  appellerons,  d'aiirJ's  M.  Tcliéhicliell'.  intégrale  numé- 
rique de  la  fonction  ç.(  d),  la  fonction  ■{/(  n)  définie  par  l'égalité 

le  signe  S  étant  étendu  à  tous  les  diviseurs  cl  de  n. 
Inversement,  9(f/)  est  la  dérivée  numérique  de  •}(//  ). 

o(./)  =  I)['J;('0]. 

I']tant  donnée  o(//),  on  en  déduit  immédiatement  ■p('i)- 
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[iiverspiiient,  étant  donnée  '|(")'  "^'i  V^^^  déterminer  o(^f/)  par  plu- 
sieurs procédés. 

On  a,  entre  o  et  '-J;,  la  relation 


i:^=:<"2: 


-4n^ 


Exemple  :  Soi(  ■■|^(«)  =  /'.  Alors  ç-l/'  )  est  éi^al  au  nombre  des  nom- 
bres premiers  ;i  n  et  plus  petits  que  lui;  d'oii 


y  'il" 

Généralisation.  ~  On  |)ent  eoiKsiderer  '^A^ily  '  ^  D(//  i  : 

9a-  i(^0  ^^^  '^'S'''  '^"^  nombre  des  nombres  plus  petils  que  //\  cl  n'ayant 
avec  «*  que  des  facteurs  premiers  communs  du  ( /■  —  i  )"""'  ib'iiré  au 
plus,  ou  encoi'e  Ja_i(  ")  ^'st  égal  au  nombre  des  systèmes  de /■nombres 
plus  petits  ([ue  n,  dont  le  plus  i^rand  commun  diviseur  esl  premier 
avec  u, 

yç   -■>,;_!(  Il)      _   l(s  —  A  I 

I.a  fonctioii  ç-|(/<),  en  [)arliculii'r.  s'esl  [jreseutec  dans  cerlaiiics  re- 
cherches relatives  aux  groupes  de  coniçruences  (  '  ).  Elle  se  présente 
aussi  dans  la  théorie  de  la  division  par  n  des  fonctions  modulaires  par- 
ticulières. De  même  quec  "  dépend  d'une  é(|uation  irréductible  à  coef- 
ticients  entiers  de  de^ré  ':>(«),  de  même  /'(  ''^  '  ''"'  oj.oj,  )  dépend 
d'une  équation  irréductible  de  degré  ~>,(ré)  (-  ). 


('  )  Voir  ro?-lesiiiigeii  tiber  die  Théorie  dcr  cIlipliKchcn  Madiilfiuiclicneii.  lic  Kleiu,  pu- 
bliés par  Friolic,  I.  I,  p.  SyS  et  siiiv. 

(-)   Voir  Vorlciungen  liber  die  Théorie   der  elliptischen   Minltilfiiiirlionen,    de    Ivicin. 
t.  II.  p.  10  et  11. 

C.  5 
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1 
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'i;! 

1.   Autres  séries  : 

Y(- 

^)^.>  ... 

n 

, 

2j 

«■■' 

1 

' 

/;' 

D'une  f;iron  i^M'iiéralc 
Lu  série  'Ç(s)  est  égalo  ii 


I 


V 


lng« 


J>a  série  V7-^  s'dliticnl  Cari loinent  en  nartaiil  de  i'ideiifilé 


;(^)--n 


I 

p' 
On  en  déduit 


etc. 


J :^  —     ^      027'      -  


CIIAPITRI-    II. 


24.  Nous  allons  appliqnerles  rrsnllals  précédents  à  la  l'onction  'C(s). 
Nous  allons  rappclei' siiccinctemenl  les  résultats  dus  ii  Hienuinn  (  f^V/>f/- 
r/ic  Anzahl  der  Piinizalilcii  iinlcr  cuirr  ^rnrbcnen  Gn'issr.  Oluivres  coni- 
jiléles),  en  les  précisant  et  les  complétant  sur  qnchjncs  points. 

On  a 

j,        _  Y^    I  1        r"  .V'-'d.v  __  r(i  --s)    /\r'-'(/j; 

lil'aprè's  les  roriuules(8)  et  (;))]. 
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La  formule 


Çli-) 


r(i  — .;)    r  .r'-Ulx 
■lir.      .  ',■  e~''' —  I 


montre  facilement  que  la  fonction  n'a  qu'un  pôle*  —  i,  le  résidu  cor- 
respondant étant  I,  car  les  autres  valeurs  de  y,  qui  rendent  V(\  —  s  ) 
infini,  annulent  l'intégrale. 

Cette  formule  montre  aussi  que 

Ç{o)  =  -  \, 

que 

Ç(  —  a/,  :  :;=  o  (A  entier  ,  •  o), 

que 

Ç  (  —  2  A-  —  I  )  = 


2  (A    -FI) 

les  nombres  B^  étant  les  nombres  de  Bernoulli  définis  par 

X       __     _  ^-  ^  J^     ., J^2 ..^  Ba  ,, 

e-^  —  I  a     '    1.2  1 . 2  .  o .  /|  1 . 2 .  j  .  4  •  5  •  t> 


Tous  ces  résultats  s'obtiennent  en  remarquant  que,  pour  ces  valeurs 
de  s,  la  fonction  sous  le  signe  /  ,  devenant  uniforme,  on  a  facilement 
la  valeur  de  l'intégrale  par  un  calcul  de  résidu. 

25.  Expressions  générales  de  Ç(s).  —  Les  formules 

ne  sont  valables  que  pour  A(i)    ;^  i  ;  mais  on  a,  comme  on  l'a  eNpli(iiie 
au  n"  14,  une  expression  générale  de  'C(s)  par  la  formule 

2  1-.        J^C--     -    1 

ou  par  la  série  de  Taylor 

?(.')^-;^  -C-.-C,(.s--i)^.... 

dont  les  coefficients  numériques  se  calculent  facilement,  et  où  il  est  à 
remarquer  que  C  est  égal  à  la  constante  d'Euler,  ou  encore,  comme  l'a 
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retriai'(|iii'  M.  Ilcrinilc,  en  |Kirt;ml  de 

I       C'  x^-  ''  dx 


!:(,«  I  - 


[■(.s) 


s-  )   .  /  C-' 


séparanl  l'iiilri;!  aie  en  deux  parlics  et  appli(|uaiit  une  iiiétliodc  ana- 
logue il  i(dle  (|u'a  d(uinée  M.  Piyrn  pour  la  foneliou  F.  On  obtient  ainsi 


,  I     /■    I  I       '  j_  '^i  L 

'  TlV)   ',  i  —  1  1  s  I  .2    .1  -J- 


'  .r--Mr 


/   ï 


26.  Rrldiion  foiicltonnelle.  -  \;,\  fonetion  'C(s)  salisfail  ii  une  rela- 
tion dei'ouveile  par  l{ieniann  et  Sclioniilidi.  Nous  reproduisons  ici  la 
iléinonslralioii  donnée  par  Rieniann. 

Si   ,ii(.v  ) -r^  ().    rinleiçrale    /  '- '-'    prise   le    loni;   d'un   cercle   de 


centre  ()  (  //\^\  S  )  el  de  rayon  intini  est  nulle. 
Donc 

A  désignant  les  résidus  de  la  fonction  sous  le  signe  I  relatif  aux  diffé- 
rents pôles  2X7-  ('/■-:  o). 

('alculant  ces  résidus,  (ui  trouve 

^A=-      1271)--     '-^^Oiis-K'-^-^^^- 
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et.  comme  ^Kis)  <^  o, 

A(i— :s)>i. 
Donc 

\  A  =  —  (2t:)^-'  2  cos(s  —  i)  -  Ui  —  s ). 
Par  suite 

K(s)=T(i^   .•(•M?.-)'-'2ros(.v  — n^  ^ii-s). 

Cette  relation  est  ainsi  démontrée  pour  iK{s)'^''o,  mais,  les  deux 

membres  étant  des  fonctions  uniformes  de  s,  la  relation  est  générale. 

Cette  relation   peut  encore,  comme   l'a  remarqué  Riemann,  s"ex- 

primei'  par  ce  fait  que  la  fonction   F^- j-    -'C{s)  reste  invarialde  par 
le  changement  de  ^  en  i  —  s. 

27.  La  fonction  ;(  /  i.  —  On  peut  encore  dire  que 

est  une  fonction  paire,  (^ette  fonction  a  les  pùles  ;  =  n;  4-  Donc 

2( i)  - ,  r- „  i)  r  f  i-i'-' )  tt'' "^  r(i  - /O 

est  une  fonction  entière  paire.  Riemann  en  donne  l'expression  suivante 

OÙ 

(  Pour  la  démonstration,  voir  le  Mémoire  déjà  ('ilé.  ) 

28.  Valeur  de  'Ç( s)  pour  s  entier  t'i  positif .   —  De  la  relation  entre 
"£(  s)  el  ^(i  —  s^.  on  déduit 


Ç(2A-) 
;(2A')  = 


I  .  2  .  .  .  (^  2  A-  ) 


V'<  K.     CAUF.N. 

.Alais  la  relation  (  ntro  'Ç(s)  et  'C{j  —  .v  ;  ne  donne  pas  les  valeiii's  tle 
i^(s)  pour  .?  entier  positif  et  impair,  car  pour  s  =~  —  ik  clic  se  réduit 
à  o  =  o. 


Reinaniuc. 


r(.ç).'„     e-'-i      r(i-)^/^ 


( 


Intégrons -^zy~. — -  'l'  long  du  contour  ABCDEFA  {fig-  <));  on 


Fis-  9- 


obtient,  en  supposant  s  entier  et  positif. 


o  =  Ç(5)- 


((7-)''        «•<  +  '      r~9~'d'i         r'(La-+i7r) 


-./ 


tang 


/ 


dx. 


Développons  (La"  +  i-y  '  par  la  formule  du  binôme  et  remarquons 
d'ailleurs  que 


oi 


/  ,    ,     dx  ^ !    - — h . .  .  =     I tiiA. 

1.-2.  .  .(p  —  l)  J„  I  -t-  X  I*-  2''  6''  \  o''-'/-^' 


Celte  formule  donnera  "■^(2^)  eu  fonction  de  1(2 A  —  2),  'Ç(-ik  —  4  > 

ce  qui  redonne  le  résultat  précédent,  et  aussi  les  intégrales     / g 

en  fonction  des  valeurs  de  "C  pour  .v  entier  impaii'.  Faisant  le  calcul,  on 
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trouve  pour  les  premières  valeurs  de  X: 


/       tang- 

r'  9'dO 

/     ^  =  2^'L 

I       lani,'- 


'■''''        .n3L.-9.ï(3), 


-ç  =  2t:'L2-i8-H(3)-  47Ç(3). 

I  a  n  ?  - 


29.   Ze>05  r/e  'C(s)  et  décornposilîon  en  facteurs  jiri maires. 


K{f-s) 


Les  zéros  du  second  membre  qui  ne  sont  pas  infinis  de  'Ç(i  —  .v)  sont 
des  zéros  de  'Ç(s). 

Or  le  seul  infini  de  'C(\  -—s)  est  *  =  o.  Donc  les  zéros  du  second 
membre,  j=  o,  sont  zéros  de  '~{s).  On  trouve  ainsi 

s~  —  ik         (A  entier  positif), 

ce  qui  était  déjà  connu. 

D'ailleurs  o  n'est  pas  racine,  puisque  "((o)  =  --  -,. 

A  part  ces  racines  —  2^,  il  ne  peut  exister  que  des  racines  3,  telles 
que  I  ~  [i  soit  aussi  racine. 

La  partie  réelle  d'une  telle  racine  est  comprise  entre  o  et  i,  car  la 
formule 


n(-,::= 

montre  que  '^.(s)  ne  peul  s'annuler  lorsque  ifi(5)  >i. 
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[ii  et  1  —  [i  (■tant  lacincs,  il  faut  donc  que 

o<  A(|3)    :  I. 

Si  nous  nous  i('port(Uis au  n"  27,  cos  racines  [î  sont  liées  aux  racines  a 
(le  la  fonction  ^(n  par  la  formule 


L'existence  des  racines  a  a  été  démontrée  par  M.  Hadamard  dans  un 
beau  Ménioire  (  ')  couronué  par  l'Académie. 

L'auteur  démontre  de  plus  que  le  module  p^  d'une  racine  (les 
racines  qui  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  étant 
supposées  rangées  par  ordre  de  modules  croissants)  est  donné  par  la 
formule 


Pp 


log/J 


/(•„  étant  compris  entre  — -,i  et  -.,  et  d<'  plus  la  fonction  est  du  genre 
zéro  (en  /-  ),  c'est-à-dire  (|ue 

t-  \ 


çC» 


n( 


sans  l'acteur  exponentiel. 


;iO.  A  aires  applications  arilluncliqucs  de  la  fonction  '((.v).  —  Nous 
pouvons  maintenant  aboider  quelques  autres  applications  arithmé- 
tiques de  la  fiuuiion  l(.v  ),  à  savoir,  la  reciicrche  des  valeurs  asym- 
ptoliques  des  fonctions  numériques.  Les  dilTérentes  formes  sous  les- 
quelles on  peut  présentei'  ces  applications  se  ramènent  en  somme  à 
celle  que  leur  a  donnée  Halphen  dans  le  lomeXCVl  des  Comptes  rendas 
de  V Académie  des  Sciences. 

Soit 


et 


J(.sj  —  -^^  M V  --  -  .  .  piiin'  iii(si  >  / 


F(.r)  =  X(T)^-),(2)+...  +  >.E(,r), 


(  1  ■)   Élude  sur  /rx  propric7r\-  <tiM  fniirlions  c/ilicrn  et  en  particulier  d'une  jonction  eou- 
sidérce  par  Jticina/in  {Jonrnid  de  l.iinn-ille.  uimée  1893). 


sri;  i\  roxcTio.N  '^(.v)  de  hh.mwn  et  slt.  des  fonctions  anaiocies.      '|  i 
E(a-)  étiinl  le  plus  grand  entier  eontenu  dans  r.  On  a 


Fi,r)-= 


irJ '?/'  = 


)  (!z         <i\  (  «  )  >  /. 


Or  si  Ton  inlt-grc  --  /"(  :■)(/:■.  le  ioni;'  «Tun  r('rlniii>le  AlJl'.D  i  ///;.  lo). 

Fig,   lo. 


^    ! 


eompi'enant  ii  son  inférieur  le  point  /.  on  a 


■    ■"  ^ C.n  -  HA  ^  Al:  ■"■ 


lA  =  somme  des  résidus  de  —  /(  ;  )  dans  l'inlérieur  du  reelani;le.  Or. 
s'il  arrive  ipie    /  ,  soil  pourr  inlininient  i^rand,  d'un  ordre  de 

•  (Il  ^  llA^  Ml 

grandeur  inférieur  ii  ZA,  on  voit  (|in'  la  formule  [irécédenle  donnera 


une  expression  asynip(oli(|ue  de  F(.t  i. 

31.    Halplien  applique  sa  méthode  à  la  rechereiiede  la  valeur  asym- 
ptotique  de 

zt(n)  étant  le  nombre  des  nombres  plus  petits  ipie  //  et  premieis  avee 
lui.  Il  trouve 

K(./-)^  — ;p-  (  asyni|iliili(|ueiiiriil  I. 

OWr  passage  cité.) 

La  même  méthode  s'appliquerait  aux  fonetions  ç,,  (  //  ),  o.j(  n).  . .  .  du 
n"  22. 

On  trouverait  racilemenl  en  posaiil 


Fa.  _ ,  (  /(  )  =  a,,^,  (  I  )  ^  9<._i  (  2  )  -^  .  .  .  -^  o^-,  (  /'  ) 


C. 
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ri  l'oiaisanl  un  calcul  ;i  lu'ii  [)rcs  identique  ;i  ci'lni  (rilali»lit'i) 

F'.-.(''^)  =  l]r^)'^(A  +  ,)  (i'^y-"P>oliqMon.cnt), 

c'csl-;i-(liic  pour  /■  impair  et  égah'  2/'  —  1 

Is,^,(.r)=.,.....(.r-.)î5^(-y"- 

32.  Enlln  voici  une  applicnlion  très  importante  que  se  proposait 
Halphen,  mais  (|n'il  n'avait  pn  lénssir,  proliahlement  parce  (ju'il 
voulait  se  servir  île  la  décomposition  de  la  i'onctifui  'C(,v)  en  facteurs 
primaires,  décomposition  annoncée,  mais  nim  démontrée  par  lîiemanu. 
Depuis,  le  résultat  avant  été  démontre,  comme  nous  l'avons  dit,  par 
M.  lladamard,  nous  avons  essavé  de  iétal)lir  le  raisonnement  de 
Halplu'u,  dans  une  Note  présentée  ii  l'Académie  des  Sciences  (  ')  et  que 
nous  rc^pi'oduisons  ici. 

Le  résultat  que  nous  voulons  demonti'cr  est  le  suivant  : 

[m  sof/i/Nc  ({es  /(>^(in'//i/nf's  des  nombres  premie/s  t/iii  /w  (/epnssc/i/  pas  ,v 
est  asYiiiploluptc  il  .r . 

On  a  (  n"i>:{) 

p  désignant  les  nombres  premiers. 

Soit  0(.r)la  sonune  des  logarithmes  des  nombres  premiers  (|ui  ne 
déliassent  pas  .r. 

Si  l'on  ordonne  la  séràe  (  1  i  )  sous  la  l'orme  >  "1  la  somme  des  11 
|)remiers  coellicienis  es!   —  '\i(  11  ),  en  posant 


■h(  //)  —  0(ii)  +  h[n")  +  OKir') 


\)  + 


e(   ce  dévelo|q)emenl   est  \alal)le  |)our  les  valeurs  de  .v  tlont  la  partie 
réelle  est  pins  grande  ([lU'  i . 


(•)  Comptrn  rendus,  I fi  janvier  iSçi3 
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Donc 

i(^.)=,  jL.  f  fi  lin,,,, 

2'-\u^  ri.) 

AB  étant  une  parallèle  à  0  v,  iiulétiiiie  dans  les  deux  sens,  et  d'ab- 
scisse supérieure  à  i . 

Pour  évaluer  cette  intégrale  par  la  méthode  de  Halphen,  j'intègre  la 
tonction  sous  le  signe  /  le  long  du  contour  d'un  rectangle  ABCD 
(J/g-  I  I  j;  BC,  Al)  étant  à  l'intini.  CD  étant  à  gauche  de  la  droite  .r  =  i , 


et  d'ailleurs   pnuvant  être  curviligne   mais  tel  (jue   le   rciangle  ne 
renferme  pas  d'autre  pôle  (jue  i  de  la  l'onction  sous  le  signe   /  . 
On  a 


et,  par  suite, 
(i4) 


'(-)  =  --/,.    TTVTi''" 


Je  dis  maintenant  que    f   et   f    sont  nulles.  Kn  eflet,  on 


r'  (  --  )  _    Y ^ 1 -■  ^  ■■- 


-y 


(z^2n-2) 


■los-. 


A  loi-: 


^kf 


'~':m-\,-. 


I 


:y. 


^=-(=-n' 


;2 


/((  ;  +  2  «  —  2  ) 


lOgTT 


ti'iiil  vers  /.riu.  Iitrs(|n('  I$C  et  Al)  s'(''loii;n('iiî  iiKlrliniinciil,  |kiici'  (|ii 
i'Imicmiic  lies  |i;irli('s  de  celle  inléi^riile  (end  vers  zéiii. 
Il  resie  donc 

'}i.c):^,C-         '  f-^^'^'lh. 

Il  leste  il  deniontrei'  (jue 

esl  iiitininienl  pelil  |i;ii'  ia|)|)or(  ii  .r  pour  .r  intiiiiiiieni  grand. 
Si  l'on   hose 


F(,c, 


on  a 

^'-.',    ^r(.)     ,-,-•  2,7r^c 

('(,  |niis(|iie  la  partie  réelle  de  ;  esl  plus  pelile  (|ue  i. 


..], 


■  dz. 


-^'-=  ,:îi^^— — — -I- 

IOS'2      C   ■^' 
-    Ti^    /      -(1+2-'  +  ...)^/: 

■     '•  •-- ik;  " 
:^  Ul-(2.r)-t-^J-(V^r)+...  |--..|oy<.. 

La  série  du  second  nieinlirc,  elaiil  oonveri^cnle,  on  a 

lilU      ;^'„  F(-'.".()  -{-  ~-  F(2"*-'x)  -h.  .  .  1  =0. 
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Posant  iî"~'.i-  =  X. 
I 

Mm     — ^^^ —      =  o.  i;.  Q.  V.  I). 


ni  enfin 


Donc 


,(.r)  =  a-(i-A),- 


A  devenant  nul  pour  .r  =^  x. 

Ainsi  '}(.ri  est  asymptotique  ii  .r. 
Maintenant  on  a 

■4/(x)  -  a'I  (  J  )  <  ^(.r)  <  d.(.r) 
ou 

.<■  L  1  -  A)  -  -2  '-^  I  <  ^^(.r)  <  .r(  I  -^  A). 

Donc  0(.r)  est  asymptotique  ii  .r.  ce  que  nous  voulions  deniontrer. 

33.  Ce  résultat  appelle  (juehjues  i'einar(|ues.  (lonipaions-le  avec 
celui  bien  connu  de  M.  Tcliébiclietl';  ce  dei'nier  permet  de  calculer 
des  limites  numériques  pour  0(,r),  tandis  que  le  précédent  n'en 
donne  pas. 

Par  contre,  le  précédent  permet  de  démontrer  l'important  résultat 
suivant  énoncé,  mais  je  crois  non  démontré  par  JM.  Stieltjes  (  '  )  : 

Le  ridinhic  îles  nombres preiniet s  cnDipris  entre  .r  et  (  i  -f-  h  ).r.  qitehitte 
petite  (jue  soit  la  constante  h.  va  en  croissant  indéfiniment  avec  ,v. 

En  effet,  la  somme  des  logaritliiues  des  nombres  premiers,  compris 
entre  {^i  -\-  h  )x  et  .r,  est  égale  à 

(t  -r-  h)  x{i  -  k')-x{i^  A)  =  .r  (A  -H  A'-r-  A'A  -  A). 


1  >  Coinplci:  remhts  de  l'.tca<liJmie  des  Sciences,  C  mars  i.Scji 


'|()  r..     (.AIIKN. 

\.i'  iioiiil)i('  lie  ces  noiiilni's  est  (loue  plus  i;iaiul  (|iic 

.ri//  +A'+  \'/i  -A) 


expression  (|iii  croit  indéfiniment  avec  .r. 

Keniarquoiis  aussi  (jiie  ce  nombre  est  plus  petit  (jue 

x(/i  ^  A'-4- A7<  —  A). 
logx  ' 

donc  \i\  frequc/ice  des  nomhi'cs  premiers  compris  entre   r  et  (  \  -\-  /i  ).r 

est  plus  petite  que 

A+A'^-A7/-A 
loga- 

et,  par  suite,  tend  vei's  zéro. 

iMifin,  remarquons  (|ue  dans  la  formule  (i^i)  on  peut  achever  l'inté- 
gration, puisqu'on  connaît  le  développement  de  V-rv  ^  fonction  des  a. 
On  Irouve  ainsi 
,  ,     ,  -  -^  ifsiiia  lotr.r  H- cosa  loga-         i   ,   /  '\        ,.       > 


Si,  comme  l'annonce  Riemann,  les  y.  sont  réels,  on  voit  que  la  dif- 
férence o(a-)  —  .1-  ne  peut  atteindre  un  ordre  de  grandeur  supérieur 


34.   L(i  fonciio/i  y  (s).  —   La  fonction  /_(■''■)  est  la  fonction  qui  est 
définie  pour  .<(  s  ï  >■  o  par 

Nous  allons  montrer  (|u'on  peut  faire  de  cette  fonction  une  théorie 
analogue  à  celle  de  'Çys). 
On  a 


.  (,.^  =  V    (-')"   ^  _!_  f"   -'"''    ,/_,. ^  r(i-5)  r    .r'-' 


d.r. 
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La  fonction  /  (i  )  est  liolomorplie 

/(o)  =  i, 


en  posant 

2< 


I  I         V^  ,         ,  E„.r'-'' 

I)" 


(  I  .  T!  .  .  .  //  ) 


35.  Expressions  ge/ir/ri/es  de  y  {  s  )  : 

I       [i  E,  E,  "Il       /•'      >r-'-' 

Nous  jugeons  inutile  la  démonstration  fie  ces  formules,  absolument 
analogues  à  celles  relatives  à  la  fonction  'C(s\. 

36.  lielation  foftctionncllc  : 

r(i  — .s)  r  x'-wh- 


\jn  pôle  (le  la  fonction  sous  le  signe  /  est 

(/.-T-i)/r, 
son  résidu  est 

_.   I         sin  {.ç  —  1)  -  —  /cos(,ç  —  1)  r 


(->) 


A- -1-1 


l/ajoulant  au  conjugue,  on  trouve 


,-1  sin(.?  — i) 


Donc,  en  raisonnant  comme  au  n"  26,  on  trouve 

r(i  —  .f)-'^'  sin  (  .s-  —  i)'-^ 


-'|8  1..   (,ami:n. 

rclalioii  (|iii  |iciil  encore  s'eNpcimer  en  disnnl  (|iie  hi  l'oiiclidn 

ne  (■lKiiit;('  [kis  |iar  le  cliaiigeiiienl  de  v  en   i  ~  .v. 

'M.    \'al('iiis  (/('  y  (  s)  pour  s  ciilicr.     -    De  la   l'clation   enlce  y  (  v  i  et 
yO  —  ■*  ).  "Il  ili'flnil 

'•'"=4 

x—-  =  ^  (!)"■■■  r^^ 

mais  (Ml  n'a  |)as  les  valeurs  de  y  (  v  )  ponr  .v  eiiliei'  [idsilir  pair. 

A|i|di(|nanl  nne  inélhodo  analoi^ne  ii  celle  de  la  reniar(|ne  dn  n" '28. 

(in  (l'onve  les  \alenrs  iii-incinales  des  inléâfales    /     ,-  en  lonclion 

dey.  On  (lonve.  par  exemple, 

~  fi  de 


v'^/    S=     '-.<'-). 


./„       COS'-/ 


^)!S.  Zcras  (le  la  /oixiioii  y  (s  }  cl  dvconipnsilion  en  /uclciirs  jiriniaircs. 
-  On  a 

V(\       s)r/  -'  siiK.v--  0- 

■/_(!-. V)  2'-' 

l.es  zéros  dn  second  monihre  son!  zi-i'os  de  y  (a),  (".e  son(  les  nom- 
bres —  (  j/- —  I)  ( /■  enlier  et  posiliT).  De  |)lns,  il  peiil  existei'  des 
racines  [i'  telles  (jiie  i  —  ^'  soit  anssi  racine.  La  l'ormnle  analogne  ii 
C(>lle  d'I^^uler 


•-'■•' -n 


(-■)  '^ 
/-'' 
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montre  (|iu'  y  ne  peul  s'aniuik'i'  si  Ai  s  )'y-  i.  Les  racines  Ji   oui  donc 
leur  partie  réelle  comprise  entre  zéro  et  i  . 

On  peut  former  une  fonction  0(/).  analoi^ne  a  la  loiielion  :(/),  l'cia- 
tive  à  ''^.Ks),  (|ni  n'ait  [ilus  |)onr  racines  (|ne  les  noinhi'cs  a  ,  liés  anx  [i' 
par  la  relation 


En  etl'et,  on  a 


(  2  /(  -t-  I  ;- 


r(i±^)^f,,.^.-^'-^-^. 


r(^)-/'^- 


{in  +i)'  \  'i 
Donc,  en  posant 

V   (    -      1)"  (  .i/(  -t-   l)  6- 


d.r. 


'(''■). 


/*^)fl)    '  r(i^^) -=/".-'.,.■)./. 


Or 


comme  on  le  tire  iacilemcnt  de  formules  ellipti(]ncs;  doiir 

•1  '  1 

:^  /      (  J'   -    +  J-     -)  o(.r)  d.r. 

Changeons  s  en  -.  -+-  li.  et  [)osons  le  premier  membre  égal  ii  0(/  ).  il 
vient 

!)(/):=  2/        X    'ces  -  log-.'-  0(  .r) '/.(■. 

C.  7 


On   (Iriiioiilrc    ulciiluiiiciin'iil ,    (■oiiinic   .M.    lliHlainanl    l'a    l'ail    [xtiii' 
:(  /  ),  (|ii('  0{  /  )  csl  (In  ^cnrc  zri'o  en  /'■. 

iU).    Ajiplicdlidiis  (irillii)i('liiiu('s  tic  la  foncluiii  j  (s): 

,  +  <-"' 

Ir  nnirilirc  [(icniicr  2  n'entrant  pas  dans  le  proiinil 


•/(■v) 


■/.(.s-l         ^ 


(--   I) 


I  (—ri 


\\\\   Opérant,   l'oninic   on   l'a   l'ail   au   n"  32,    on    iléniontre    (|uc',   vw 
posant 

^(-Ij     -     log/^r-o(.r), 

I 

ci(,r)  <'st  inlininicnl  petit  par  rapport  ii   v  : 


d'antre  pari, 


y  log/)  —  .r  H-  A. 


On  en  déduit  (|ue  la  somme  des  loi;aritiimes  des  nomjjros  premiers 
de  la  l'orme  \ii  -1  1 ,  (|ui  soni  |)lus  petits  (|ue  .r,  et  celle  des  logarithmes 
des  nombres  premiers  de  la  t'oi-me  \n  —  1,  (|ui  S(mt  plus  petits  que  ,r, 

sont  asymptotiques  ii  -• 
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CHAPITRE  m. 


40.   Les  séries  y^—  et  ^  ^; — — ^^-<  'lu  Clinpilii"  précéilcnl  prrsciilciil 

ce  caractère  commun  (|iie  les  coefficients  y.„  s'v  reprocliiiscnl  |iéri(i(li- 
quement  de  un  en  un  dans  la  première,  de  (|ualre  en  ([iialre  dans  l;i 
seconde.  Nous  sommes  donc  assez  natundleincnl  amené  ii  eindier  les 
séries  dans  lesquelles  les  coefticients  se  reproduisent  de  p  en  p,  c'est- 
à-dire  les  séries  de  la  forme 

y        y-i ^2 ^AL_^ 

^^(/'/.-  +  1  r      ipk  +  2 Y  '''■■■     (/>/.  4- pY ' 

Convergence  de  ces  séries.  —  Tiiéorèaif.  —  SV  y.,  -^  a.  -  .  .  -^  a^,—  o, 
/a  série  est  comergenfe  pour  Ai  s)  ~^  \ .  cl  (ii\eri;('/i/<-  pour  .f\.(s  )<C  <  ■ 
Si  y. ,  —  y...  --  .  .  .  -t-  y.p  =^  o,  /a  srric  est  co/n-rrgc/Uc  pour  ,<\(s  )  '  o,  <!  di- 
vergente pour  ,A  ( s)  <C  <^- 

H  suffit  d'appliquer  la  règle  du  n"  |S.  La  somme  des  /,p  piemiers 
coefficients  est  enraie  ;i 

/,  (  ;<,+  3!2—  .  .  .—  y.,,). 

L'al)scisse  de  la  droite  de  convergence  est  donc  égale  ii 

I  nii  s  lui .  —^- —, — '-, '^—  , 

/  -^  loû/.-/) 

c'est-à-dire  que  cette  abscisse  est  égale  à  i ,  si  x,  —  a^,  -^  . .  4-  y./,—  o, 
et  à  o  ■^\  y,  -~  y.^T- .  .  .-^  y./,^  o. 

4L  Séries  premières  cl  no/)  itnniièrrs.  —  Un  premier  exemple  de  ces 
séries  péiiodiques  est  obtenu  en  niuili|)liant  ^  —  |iar  une  expression 
de  la  forme 

1'    "'  ■:'  ■  ■        II'' 


(  )n  ()l)l  iciil  iiinsi  le  iii'nilnil 


On  (Iciiioiid'c  iacili'iiiciil  (|iir.  (I;ins  ce  |irii(Iiiit,  les  rocrficicnts  se 
ri'prodiiiseiil  |)éi'io(li(|mMin'nt  de  î\l  en  M,  .M  désignanl  le  plus  petit 
roiiiinnn   tiiiilliple  des  nombres  i.  2 h,  dont  le  coeUîcient  dans 


Exemple 


i)l 


I  I  I  I 

/i"         r<        -2'        '.'<' 


fT-        (n  -h  1  )■'         \a(a  -r-  1  )]M  -^  /;'" 


2 


(  rt«         (  rt  +•  1  )•-         (  2  rt  )*         (  1,  cy  +  2  )■' 


('T^)*         [«(«  +  i)J' 


((|ui  présenle  celle  patlieuiarilé  (jne  les  signes  en  son!  alternés  ). 

Que  l'on  nuiltiplie  la   serii"  ainsi    trouvée  par  une  nouvelle  expi'cs- 
sion  de  la  l'orme 

r        2~  h'- 

e!  l'on  trouvera  évidemment  une  autre  série  périodi(|ue,  car  cela  re- 
vient à  niniliplier  V  j-  par 


^.P, 


(h/l'y' 


i>a  [)ériotl(^  de  la  nonvidie  série  sera  le  |)lus  |)etit  commun  multiple 

des  nombres  i,  :>. ////dont  le  coei'lieient  est  de  zéro,  c'esl-;i-dire 

MAI'  (M'  désignant  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  r, 
2 h'  dont  le  coelTicient  est  dilTérent  de  zéi'o  ). 

IMns  généralement,  soit  une  série  périodique  de  période  y 


0 


'/'"■ 
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{[u'on  multiplie  par 

èj  ^  h  ^      ^  é± 

Soit  31  It'  (iliis  petit  comiiuin  imiltiple  des  nombres  i .  i: //  dont 

le  coefticicMit  est  diUerentdc  zéro.  On  démontre  fticilement  que  dans  lo 
produit  les  coefficients  se  reprotluisent  périodiquement  de  3lf/  en  }i\(j. 

42.   Donc  les  séries  périodiques  peuvent  se  distini^uer  en  deux  : 
i"  Celles  qui  ne  peuvent  provenir  de  la  mnlti|»Iicalioii  d'une  autre 
série  périodique  par  un  facteur 

2"  Celles  (|ui  en  proviennent. 

Nous  pouvons  appeler  séries  premières  celles  de  la  pi'emière  espèce. 

i""''  Exemple.  —  Clierclions  la  forme  générale  des  séries  p(''rioili(|ues 

de  période  ')  et  non  premièies. 

On  doit  avoir 

M  7  =  3. 

donc 

M  =7  3.        7=1 

ou 

M^i.       V  =.:■-. 

L'Iivpotlièse  31  =  1  ne  donne  rien.  Reste  M  =  ^.  Les  indices  des  nom- 
lires  3  doivenlèlre  diviseurs  de  3,  de  sorte  (jue  la  forme  générale  cher- 
chée est 

c'esf-;i-diie  les  séries  dans  lesquelles  les  coelticients  de  —  et  de  —  sont 
égaux. 

2'"  Exemple.    -  Formes  générales  des  séries  périodi(iues  non  pre- 
mières de  période  4- 


l'c  (lin  iloiiiK 


fj,  ,  ^■.\  „  A3,  _^  p, -+^  ^  ^  _^_  ^,  +  ;s> 


(i6) 


{\(?-S)*-n-'ë 


_  /^r/i  ,  y.iy2+^;v.  .  Jt.y.  ,  g<-2yi  +  ^-2V-2 


D";iilli'm's  cos  deux  l'ormcs  no  S(in(  pos  dislincles  :  ia  série  (i  )  )  se 
rrihiit  il  la  séi  ic  (  iG  )  on  y  l'aisaiil 

3,=  ^i7,,         iSj  —  i^,  (72— Vi)  +  5^271-         |3i  ^  (^2— 3(,)7i  + a,72. 

Homar(|nons  (|no  la  soi'io  /  ( .«  )  os[  [iroiiiioro. 

3'"  Exemple.  --    Koriiio  géiioralo  des  sôi'ios  non  premières  de  pé- 
riode G  : 

M  =6,         7  --  1 , 

M  =  3,  q  =  -î, 

M  =  o.         y  ^3, 
d'où 


-^' 


1  /  HM  _^  H2  ^  i-^s  _  1-^1  \ 

'  \  i>        a'^    '    3--    ■    67 

O  p,/<  ^.'^  0_|_/^ 

Hl     ,     Pl  +  p-2  ,     Hl^r-'3     ,     Hl  +  I^i 


g<i7i  ,  °'^yi  ,  ar/i  +  ^^i/a  ,  «r/i  ,  ^r/i  I  s<-2  7i  +  °'-2y:'\  , 

i<  o'  :;-  ^--  ô--  6-         y 

-^  +  -f  +  —  W-  •  ■  ■    H  +  -5 


D'aillonrs  la  seconde  série  n'est  (|n'iin  eas  pailioulior  de  la  premièie; 
on  l'olilionl  vn  Taisant 


'I^^l7l-  1^2=  (3t;—  5:1)7,,  ,3.,  —   Z|7:,.  ^,,  =  (^2—  3f,)73 
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D'une  façon  générale,  si  j)  esl  pair,  la  série  ohteiuie,  en  laisaiil  </  =  li, 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  obtenue  en  faisanl  y  =  i,  puisque 
la  série  à  période  2 

est  éfijale  a 

43.   Le  cas  où  la  période  /;  est  un  nonihre  premier  esl  particulière- 
ment simple  :  il  faut  prendre  alors 

'/  =  ..        M^/', 
et  la  série  est  de  la  l'ornie 


A        B       A 


/>» 


|_i>     i-  i/'-ir     />'] 


C'est  la  seule  forme  de  série  périodi(]Ui'  de  période />  qui  ne  soit  pas 
première. 

En  généial,  soit  A  le  nom  lire  des  diviseurs  de  /;  :  il  y  a  /.  —  1  tonnes 
de  séries  non  premières,  si  />  est  im[)air,  et  "/.  —  2  seulement  si  />  est 
pair. 

44.  Séries  indcpenda/itcs.  —  fontes  les  séries  peiiodi(|ues  de  période/j 
s'expriment  linéairement  en  fonction  de  //  d'entre  elles,  tellement 
choisies  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit  ditférent  de  zéro, 
par  exemple  en  fonction  linéaire  des  p  séries 

Mais  on  peut  aller  plus  loin.  Soit  (/  un  diviseur  de/;, 

p  =//</. 
On  a 

On  pourra  établir  autant  de  ces  relations  qu'il  y  a  de  diviseurs  de  /;,  en 
n'y  comptant  pas /^  lui-même;  car,  pour  d=-p,  l'égalité  précédente  se 
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réduit  il  une  idciililc'.  Dune,  en  (Irsii^iiiiiil  |);ii'  A  le  noinlirr  des  divi- 
seurs de/',  "Il  ;iur;i."A  —  i  (Miualious  s(Mnl)lal)lcs.  Comme,  d'ailleurs, 
chacune  de  ces  é(|MaLions  contient  une  H  (|ue  les  suivantes  ne  conlien- 
nenl  jias,  ces  é(|nations  sont  dislinctes.  Donc  on  peut  exjuirner  les 
j)  l'onctions  H  en  l'onction  de  p  —  Ah  i  d'entre  elles,  qui  ne  sont  pas 
d'ailleufs/^  —  A  +  i  quelcon(|ues  d'entre  elles. 

l'arnii  ces  i>  —  X  +  i  séries,  on  pt'ut  en  ciioisir  ).  —  i  ou  A  —  2,  sui- 
vant que  i>  est  paii'  ou  impair,  (|ui  ne  soient  pas  premières  cl  (jui  sexpii- 
inent,  |)ar  coiisé(|uent,  par  des  séries  de  période  moindre. 

1''  K.xcitipU-  :  p  =^  2.    -  Une  série  indépendante  Z(  s  1. 

■j''  ILrc/iipIc  :  /;  =  3.  —  Deux  séries  indépendantes,  })ar  exemple, 


On  (ditient  l'acilement 

'         I 


[i-^]- 


[x,(.o  +  x,(^)]. 


o-        0^        9"  .-j^— I 

3"^  Exemple:  />-=].    —  Deux  séries  indépendantes,   par  exempli 
C(*')  et  •/(*).  Ou  trouve  facilement 


i'J(*)~  ^  -+-  i-  +■ 


2         ^  ■,'.'/  2 
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4*  Exemple  : />  =  G.  —  Trois  séries  indépendantes,  parmi  lesquelles 
on  peut  choisir  l(  5)  et  X,  (s).  Etc. 

45.  Cas  où  p  est  pre/nier.  —  Ce  qui  précède  montre  les  simplifica- 
tions qui  se  produisent  dans  le  cas  où  p  est  premier.  Dans  ce  cas,  il  y  a 
p  —  I  séries  indépendantes,  par  exemple  les  suivantes 


(,/,  =1,2,     ...,   p-,,    y.^—tt    P    ) 

ou  bien  les  suivantes 

et  ces  séries  appartiennent  bien  à  la  période/?,  en  ce  sens  qu'elles  ne 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  séries  à  période  plus  petite. 
Nous  nous  bornerons  donc  maintenant  à  ce  cas  de  p  premier. 

4G.  Relations  entie  les  deux  systèmes  de  séries  indépendantes.  —  Il 
existe  nécessairement  entre  les  deux  systèmes  de  séries  -/^  et  \i,  des 
relations  permettant  d'exprimer  les  séries  de  l'un  des  systèmes  en 
fonction  des  séries  de  l'autre. 

Posons,  pour  la  symétrie. 


On  a 

^1  Zi  —  ^-iV.i^-  ■  ■  —  '^p'/.P^Plm 


y-,       /,i  T^  ■'■j       /.--^  ■  ■  ■         -'-;'      /./»  —  /  -:-' 

y.v~i>''-.i" 


Nous  supprimons  l'indice  supérieur  qui  est  toujours /j. 
Si  l'on  élimine  y_^  et  ç^,  il  reste /j  —  1  relations  qui  permettent  d'ex- 
primer un  système  de  fonctions,  en  fonction  de  l'autre 

C.       '  .S 
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47.   Relu  lion,  fo/iclioiinellt.  —  On  a 

r(.-.v)    r 


•//.(■o 


^ —   y  -T^  uj . 


Un  p(Jk'  (In  la  fonction  sous  le  sii^nc   /   est 


co  étant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif,  et  le  résidu  corres- 
pondant est 


it:\ ■'•'"'  e  -  —  c      /' 


Donc 

r(i-.v)        Kr  )     '  ^  {Mp-A-y-' 

(17)    /  /'■.',7T\^-'     ls-l|'''-2,7t- 

Ona/J — r  relations  de  cette  sorte,  dans  lesquelles,  d'ailleurs,  on 
peut  ne  laisser  subsister  que  les  fonctions  y  ou  que  les  fonctions  E. 

4<S.   La   /(i/if/io/i  Yj^is )  est  hohtinorphc.    —    On    le   voit   ininiéiliate- 
nient  par  la   formule 

r(i-.v) 


/./.(■^■)  = 


L'intégrale  reste  tinie,  et  les  valeurs  1 ,  li,  3,  . .  .  de  s  qui  rendent 
r(r  —  s)  infini  annulent  l'intégrale. 

49.  Valeurs  de  ces  fonctions  pour  s  entier.  —  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
déduire  de  cette  formule  les  valeurs  de  //.(f  )  lors(|ue  s  est  un  nombre 
entier  négatif.  En  effet,  dans  ce  cas,  la  fonction  sous  le  signe  /  étant 
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uniforinc,  rintégiale  =  2/-,  iniiltiplié  par  le  cocftîcient  de  -  dans  le 
développement  de  cette  fonction. 
On  peut  poser 

' :=A„-   .\,.r-4-...-î-A„a"-f-..., 


les  coefticients  A„,  A,.  ...  se  calculant  de  proche  en  proche  par  les 
formules 

A,-,(,-<.V)=,. 

A,l  i-e'^  )- A„  =  o, 


A.,  [i-e   r     1  -  ■---'  -^^=0, 


A..-^)~^-à-^  =  - 


de  sorte  que  le  coefticient  de  -_  dans  le  développement  de  — - — ^^7^ 

e-'  —eP 

est  A_,. 
Donc 

yijs)        =r(I— .Ç)A_„ 

c'est-à-dire 

XU- /)=.!(! -H /)A„ 

/  étant  un  entier  positif. 

Considérons  la   relation  (17);   remplaçons-y  s  par   — /,   il  vient, 
d'après  ce  qui  précède, 

ou,  séparant  les  parties  réelles  des  imaginaires  et  posant  \,=  ai+ibi. 


-'-'/            2k-           .     .       2'.- 
COS '  Mil 

\       r  P 


a,-\-ih,  —  —[-^\         (  ces '^^^^ —'Mil 


Go  r-     f.AlIF.N. 

ou 

cos( / -1-  i) ^  [;/, (1  +  0  +  i/.-/. ('  +  0]  -t- 1  siii( /  +  i)  ^  [;/.('  +  0  —  ?/.-/.('  -+-  0] 

V  /'  ,'     \        /'  p  J 

d'oii,  (•liMiigeaiil  /  l'ii  /  —  i , 

COS  — [-■a/)+;„_/.(/)]  =  -(y  j    ^r/;_,COS--^ />,_,  g,,] --^  j, 

si  /esl  p;iir,  la  pi'cmii're  équation  (loiiiie  la  valeur  (!(■  2/,( /)+ ?,,_;,(/), 
mais  la  seconde  ne  donne  pas  eelle  de  'ç/,(/)—  Çp^i,(/),  parce  (|ue  les 
deux  nieniln'es  sont  nuls. 

Si  /  est  inipaii',  la  preniii're  équation  ne  donne  pas  la  valeur  de 
l^(/)-h'ip-/.(l),  tandis  (|ue  la  seconde  donne  celle  de  Zi,{/)~  ^/,_/,(0- 

Ainsi  la  série 


(  /,  -+-  iip y        (p  —  k  -4-  np Y 


s'exprime    pour.?   pair,  en  fonction  des  transcendantes  t:,    cos— ^ 


r 

La  série 


hAs)-i,.-,As)=y^^ 


(k  +  npY        (j)  —  A~+-/ipY 

s'exprime  en  l'onction  des  mêmes  transcendantes  pour  .y  impair. 
Ces  résultats  sont  d'ailleurs  dans  Kuler,  (|ui  les  tire  de  l'éi^alité 


qui  permet  de  trouver  les  fonctions  symétriques  des  (|nan(ités 


Il  -+-  m  '      in  —  m  i/i  -t-  m 


SUR  LA  FONCTION  '1(^')  DE  R1E>UNN  ET  SUR  DES  FONCTIONS  ANALOGUES.       6l 

et  par  suite 


y 


(-1)^ 


[(  ili  -V-  i\n  —  /«  ]  •         ['  1  h  ^^  I }  /t  —  m  y 


On  peut  arriver  au  même  résultat  par  un  calcul  d'intégrale  définie. 
On  trouve  facilement 


^— iV^ 


^^  [   1  /i  —  i  :  /i  —  m  ]         [(  ■.>. /i  ^  i  <  n  -—  ni]' 

4  =  1 


—  r 

ri.s-i,/. 


(—  Lty-^  ("-"•"' : —  l-'"clt. 


Appliquant  à  cette  intégrale  une  méthode  analogue  à  celle  du  n°  28, 
on  obtient  une  relation  entre  la  somme  cherchée  S,  les  sommes  d'in- 
dices inférieurs  et  la  valeur  principale  de  l'intégrale 

..   /•',.    ,e-"'^'>-~/^iYe""'>  ,. 

Or  cette  intégrale  est  purement  imaginaire,  quelle  que  soit  la  valeur 
entière  de  s.  Donc  ce  calcul  donne  S  de  proche  en  proche. 
On  pourrait  de  même  considérer 

s=y 


\_[2h  —i)  n  —  inY    '    [y-ih  —  i)n  —  my 

En  fonction  de  ces  sommes  s'expriment  les  valeurs  principales  des 
intégrales 


.r^' 


e"'' 
p  —  m 


d'i. 


Si  dans  les  sommes  S  on  fait  n  =/3.  -^— —  =  k,  il  vient 

2-<s=y ' - ^^^^ 

^•i  i  hp  -^  A- 1*    '    (  hp  —  p  —  h  f 

Ji—O  ' 

=  h{-^)^lp-tl.-^)         si  -5  e~t  pair 
=  ckis)—  l.p-k{s)        si  s  est  impair, 

de  sorte  qu'on  retrouve  les  résultats  précédents. 


6o 
ou 


7^ , 


cos(/  +  i)-[i>(i  +  /)  +  i„-,.(H-/)]  +  (si..(/+i)-f  [t,.(i  +  /)-J,,^,.(i  +  /)] 
d'oii,  cliansoanl  /<'ii  /  — 


.     .       9./,T.\, 
COS  +<SI1I  j  {(//-{-  fO/), 


>.kn 
P 


CO^  —  [l,.{l)+t„^,.{l\]: 


■ikT.        ,         .    9./.T:' 
rf/^j  COS />/_,  sin  ■ 

p  p  / 


.     /r.r.   ,,        -  ,  -,  /-^ttW,  '^-J^Ti  .    y.k-K 

-i  \  P  J   \  P  P 

Si  /est  pair,  la  prcmiiTO  équation  donne  la  valeur  de  Ç/,(/)+ ^,,_;,(/), 
mais  la  seconde  ne  donne  pas  celle  de  ?/,(/) —  ^^_/,(/),  |»arce  que  les 
deux  membres  sont  nuls. 

Si  /  est  impair,  la  premii're  équation  ne  donne  pas  la  valeur  de 
?/;.(/)+ ?^_a(/),  tandis  (|ne  la  seconde  donne  celle  fie  ;/,(/)—  E^;_,,(/). 

Ainsi  la  séri(! 


£/,(i-)-t-ii/.-/.(*-)  =  y  rj. 


{k  +  npY        ^p-A  +  npy 


s'exprime    pour  s   pair,  en  fonction  des  transcendantes  t.,    ces 

.       2/.7T 

sin 

/' 
La  série 


2/,- 


£.(^)-^.-.(^)=2(7^^^ 


n  —  1 

s'exprime  en  l'onction  des  mêmes  transcendantes  pour  5  impair. 
Ces  résultats  sont  d'ailleui's  dans  Euler,  qui  les  tire  de  Fégalité 

Tc(.r  —  m) 


qui  permet  de  trouver  les  fonctions  symétriques  des  quantités 


n  -h  m        0/1  —  /n 
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et  par  suite 

On  peut  arriver  au  même  résultat  par  un  calcul  d'intégrale  définie. 
On  trouve  facilement 

^  I  (-lY 


.^  [  I  j  /(  -T-  1 1  /i  —  m\        [(  2  /(  -i-  1  )  «  -r-  m  ]•- 

4  =  1 


__C(_Lr,-/- 


Appliquant  à  cette  intégrale  une  métliode  analogue  à  celle  du  n°  28, 
on  obtient  une  relation  entre  la  somme  clierchée  S,  les  sommes  d'in- 
dices inférieurs  et  la  valeur  principale  de  l'intégrale 

•~  e-/«.''l_^|'_,V->m'0 

i'  /     5>-'^ — ~~iF). 

Or  cette  intégrale  est  purement  imaginaire,  quelle  que  soit  la  valeur 
entière  de  s.  Donc  ce  calcul  donne  S  de  proche  en  proche. 
On  pourrait  de  même  considérer 


s=y 


(-.)■-' 


[{■ih  ^  i)  n  —  7«]-'    '    [{2/1  -i-  i)n  -h  m]' 


En  fonction  de  ces  sommes  s'expriment  les  valeurs  principales  des 
intégrales 


r- 


p  —  m 


clB. 


Si  dans  les  sommes  S  on  fait  //  =/j,  ^^— =  k,  il  vient 

-Zàihp  +  ky  ■  {hp^p-iiY 

=  ;a-s)  +  lp->Às)        si  6-  est  pair 
=  lk{s)—lp~k{-^)         si  s  est  impair, 

de  sorte  qu'on  retrouve  les  résultats  précédents. 
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pour  s  entier 

,-„-(/.)-4i.«-¥f-î?Y 


•2...(.Ç-I) 
1,2.  ..(5-1) 

—  \  V .  (  c 1 1  -L     -4-  1" —  I  ^■■•'-■-  - 


o  ; 


■^  ''^  i,2...(s— I)  \       ,/„    n-3Cos(5     J       V        2-'-7 


^)x.(.-,)-l-...+  (-:)-;^J^^(.  +  |)X.(3) 


.(S-l) 


=  o, 


(lui  permettent  d'exprimer  X,(\v)  lorsque  ^  est  pair  et  X.,  lorsque  s  est 
impair,  et  aussi  les  valeurs  de 


/O 
(;'-'c()t  - 
I  H-  2tOsO 


en  fonction  des  sommes  X,,  et  celles  de 


r/^ 


en  fonction  des  sommes  Xo. 
Exemples  : 


X.(3_^_ 


4'-      _ 
V3 
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5'2.  Zéros  (/c  \^(s).  —  Parla  considci-ation  de  la  r('lati(»n  fonction- 
nelle, on  voit  que  Xo(,9)  adniet;pour  zéros  les  nombres  iin[)airs  néga- 
tifs, et  d'autres  zéros  a  tels'qiie  i  —  a  soit  aussi  un  zéro. 

On  a 

p  désignant  tous  les'nombres'pi'cniiers  excepté  3.  et  prenant  le  signe 
+  si  p^i  (niod3),  le  signe  —  sI/jseh —  i  (niod  '>). 

ô;}.  Gciicralisatio/)  pour  p  nnmhre  premier  quelconque.  —  Ceci  nous 
conduit  nalundlement  à  clierclier  s'il  existe  pour/;,  nombre  premier 
(]uelcon(|ue,  des  séries  analogues  à  X,  et  X..  c'est-à-dire  jouissant 
d'une  r(dation    fonctionnelle  analogue  à    la   relation   entre  "C(.?)  et 

r(.-.v). 

Pour  cela,  considérons  la  série  la  plus  générale 


F(.«): 


-^(/i«-i-i}'        \pn-^iY 


{pn-\-  p~\Y 


Si  dans  l'équation  (17  )  on  fait  successivement  /•  =  i,  2,  ...,/)  —  i 
et  que  Ton  ajoute  après  avoir  multiplié  respectivement  par 


«la,,     rt»a[, 


il  vient 


r(.-.v). 


(7,  a,-!-  a^y-i  +  ...-!-  r/^.^,  y.''' 


fl,a,,_,-)-  a^y.:.,  +...-f-  «„_,a' 


(.8) 


(,1>-\Y 


p'  J 


(P 


Vf   r/,  a,  -7      ,         1 
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(llicrclions  il  ilciciiiiiiicr  r/,,  ci.^,  ...,(ii,  ,  de  soi'lc  que 


(19) 


(«) 


(■"') 


fi  I  a„ 


a,,_,        «,,_o 


rt,  a,  -f-  (7.2  a:  +.  .  .  -4-  c/„_,  a' 


«,«5  +  r/oo;;  +  .  .  .  -f-  rt,,_,  a(. 


(7,a,,_,rt2a;,_|  +  .  .  .  +  (7,,    iCt'i,_] 


(  •/  )        (7 ,  -H  «.>-)■-...  +  «/,_  1  =  o. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  voit  que  l'équation  (i8)  ne 
contiendra  plus  que  f{s).  Elle  donnera  une  relation  entre  F (5)  et 

F(i-,v). 

54.   Voici  une  ])remière  solution  des  équations  (19)  qui  se  présente. 
On  satisfait  à  ces  équations  en  posant 


""'^U. 


On  sait,  en  ell'ct,  d'apiës  Gauss  que 


i)''-  =  (|)'^"'-"''^- 


\'P- 


La  valeur  conmuine  aux  rapports  [  P(t())]  sera  alors  i""  \lp,  c'est- 

à-dire 

+    \/p  si  /J  =      1  (mo(l4). 

-+-  i\/p  si  p  ^^  —  \{  moci  4  ). 

Ces  valeurs  trouvées  pour  les  coelTicients  Up  satisfont,  d'ailleurs,  ;i 
toutes  les  conditions  (19)  comme  on  le  voit  facilement. 
Par  suite,  la  fonction 


(20)     F(.o=y 


{pu  -\-  I)-         [pn  ^-  -2)' 


■  P      r 


{pn^  p  —  xy 
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satisfait  à  la  relation 


'  rî^^TJ]  ^  -  [y  )      2  sin(5-i)-F(^)     si />  =  -i(rnocl4), 
relations  qu'on  peut  encore  exprimer  en  disant  que 

F(.ç)r(M(-j  dans  le  cas  de  /?=      i(mod4) 

OU 

F {5)  r( ^  )  (  —  )         fl'Ti''  l*"  C'^s  de  /)  =  — I  (mod4) 


ne  change  pas  par  le  changement  de  5  en  i  —  ^  ('}. 

On  établit  fiicilement  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour  s  entier  po- 
sitif et  pair  si  /)^i  (mod4).  5  entier  positifet  impair  si /;eeh—  i  (mod  i). 

On  trouve  aussi  les  zéros  de  ces  fonctions  qui  sont  les  entiers  né- 
gatifs pairs  dans  le  premier  cas,  les  entiers  négatifs  impairs  dans  le 
second. 


(')  Considérons  les  séries  de  Jt.  Ilnrwitz  (voir  l'Inlrodiiclion  i 


I  —  (  —  I  )  » 
étendue  aux  valeurs  impaires  de  «,  non  divisildes  par />.  Lorsque  /;  ^=  i  (mod 4),  celle  série 
est  identique  à  la  notre   ^  (  "  )  ~;'  -^'''''*  ^'  /*  —  —  i(mod4),  la   série  de  M.  Hurwilz 
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.').">.  Coiiijxirdlson  <(vcc  les  séries  de  Dirlclilcl .  —  Il  vient  assez  iiadircl- 
leiiH'iil  il  rcs|)ril  (le  cdiniîarer  rv>  séries  ii  ci'lh's  {\\\';\  employées  r>eieiiiie- 
Diriclilel  pourla  (h'inoiisli'alidii  de  son  heati  théori'ine  sur  la  pr'ogr'essioii 
ai'i(liiiiéti(|iie. 

SoiL  i,'- une  raeine  primitive  de /^  Soit  v  l'indiee  d'un  nomhi'e  en- 
tier n,  cette  racine  primitive  étant  prise  pour  hase.  Soit  oj  une  racine 
de  l'équation  .r''~'  —  i  =  o.  Ces  séries  sont 

g  étant  choisie,  l'équation  x'''*  —  i  =  o  a  /;  —  i  racines,  ce  qui  donne 
p  —  I  séries  de  celle  toiine.  .le  dis  d'ailleui's  que,  si  l'on  considérait 
une  autie  racine  piimitive  g' ,  elle  donnerait  les  mêmes  séi  ies. 
En  ellet,  on  a 

g'=.^"        (iiiotl/>). 

Donc  soit  V  l'indice  de  n  dans  le  système  de  hase  g\ 
»        v'  »  dans  le  système  de  hase  g' . 

On  a 

y.v'  =  V  (inod/v  —  i). 

Donc 

M^     If  ^^   ^     /('■ 

et  l'on  voit  nue  la  série  ^  —  est  la  même  que  celle  nui,  dans  le  se- 
coud  système,  aurait  été  formée  avec  la  raeine  lo". 

Les  séries  (20)  sont  des  cas  particuliers  <ies  séries  de  Dirichlet;  car, 
pour  OJ  =  —  I .  la  série  de  Dirichlet  se  réduit  à 


i\Iaintenant  on  peut  se  demander  si  les  autres  séries  de  Dirichlet  sa- 
tisfont aux  conditions  (  iç)).  .Mais  il  est  l'acile  de  voii'(|n'il  n'en  est  pas 
ainsi,  et  (ju'il  n'y  a  <|ue  ies  séries  correspondant  ;i  co  =  dr  i  (|ui  y  satis- 
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fassent.  En  efl'ct,  on  doit  avoir 


illU-2 


UX"  +  r,)-cA" -h  ...  +  (,)''"' X'-'  (iiX'--h.  .  .-^  'ji''    '  y-~ 


d'où 

rj/'-^=r  I. 

Comme 

il  en  résulte 

or  =^  I , 

d'où 

56.  11  reste  donc  maintenant  à  trouver  toutes  les  séries  qui  satis- 
font aux  conditions  (19). 

Pour  cela  égalons  les  rapports  (19^1)  à  S,  il  vient 

<7,  a,  +  flf.,  a'f  -f- .  .  .  +  «,,_,«','"'  afX.,^-a.,x:,-\-.  .  .-h  r/,,_,  c.'!'^  


«,  a,,_,  -;-  a,  y.'j,-^  4-  ...  -h  <7^_,  c/.',, 


!'-t 

S 


(  •  )  Les  séries   >   —  donnent  lieu  à  l'idenlité 


q  désignant  tous  les  nombres  premiers,  excepté  p,  et  -  étant  l'indice  de  </.  On  démontre, 
d'ailleurs,  facilement  que  ces  séries]  sont  les  seules  parmi  les  séries  de  période/?  qui 
ouissenl  de  la  propriété 


70 
ou 

(21) 


r/,(a,  —  S)+  -7,aj  +  .  .  .-I-  (ip-iV-'l  '  — o, 

«,a,+  ^/«(aj  —  S)  +  .  .  .+  r/,,^,5(ï"'  =  o, 


'  (7|a,,_,-t-r/.,o<;,^,H-.  .  .-f-«p_,(s<;;^j  — S)==0. 

Nous  avons  donc  pour  détorminor  S  l'cNjuation 


9(S): 


57.    Pour  résoudre  cette  équation  je  remarque  qu'on  peut  l'écrire 
sous  la  forme  suivante.  Soit  g  une  racine  primitive  de  p 


a,— 

S 

aj 

a\      . 

a'I' 

a-i 

al  — 

s 

O-l 

a','- 

oc,,- 

, 

«;,- 

1 

-S 

(22) 


9(S): 


al  —  S  a\' 

a\'         aK'  —  S 


Sous  cette  forme,  cette  équation  est  un  cas  particulier  de  l'équation 
suivante 


4-(S)  = 


</  —  s         b        c 
h         r  —  S     (I 


a  b 


h      /,  / 

/.      /  a 


h     k  ~  S 


La  décomposition  d'un  tel  déterminant  a  été  donnée  par  M.  Glaisher. 
sans  démonstration,  dans  les  Comptes  rendus  de  la  Société  pour  l'mance- 
mcnt  des  Sciences  (  i  ^^77).  Voici  comment  on  peut  y  arriver.  On  a 


|(-S) 


(7  +  S  II  C 

b  r^Sr/ 


h      h      l 
/,      /      a 


h      A-  -t-  S 


d'où 


■HS)'H-S) 


II -S-     11'  II"     ...     H  '   " 

H'"-"       11 -S^     Il       ...     Il<"-°-> 

U'  H"  H  —  S' 
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n  désignant  l'ordre  du  déterminant,  H  désignant  la  somme 

(7-  +  6-  +  C-  -h  .  .  .  -h  ^-, 

et  H*'  la  somme  des  produits  de  chaque  quantité  a,  b,  c,  /par  celle  qui 
la  suit  k  rangs  plus  loin,  et  où  il  faut  remarquer  que 

II*  =11  "    '■'; 

■|(SV|(— S)  est  donc  un  déterminant  tournant.  On  voit,  par  suite, 
qu'on  a 

<L(S)'^(— S)  =  JJ(II  —  S-^c>H'-hw-H"-H...H-co"-'lI  "-■)) 

le  signe  TT  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
di"  —  1  =  0. 
Les  n  valeurs  de  S"  sont  donc  données  par  la  formule 

S-=  (a  H-  0)6  H-  co-c  -t-.  .  .-^  oj"~'  /)  (  a  ~. i -^  .  .  .-{ j^ 


Ces  valeurs  sont,  d'ailleurs,  deux  à  deux  égales,  excepté  celle  qui 
correspond  h  w  =  -i-  i  et  celle  qui  correspond  à  co  =  —  i,  cette  der- 
nière n'existant  que  si  n  est  pair. 

Par  suite  les  racines  de  'KS)  sont  données  par  n  expressions  de  la 
forme 

i  1 /(«-!-  Oj6  +  W-r-i-.  .  .-1- (o"-'/)(  rt  H h  -^  -+-.  .  .H r^T  )' 

y    ^  \  w        co-  &j"    'y 

dans  laquelle  on  donne  à  co  ses  n  valeurs  et  devant  lesquelles  il  reste 
à  choisir  le  signe. 
Or,  je  dis  qu'on  a 

/  J/ (S)  =  [5— («  +  ^> +...+  /)]  [S— (rt—  6 -^c +  ...+  /.■  — /)] 


si  //  csf  piiif,  e( 

(   4;(S)  =  [S—(r/  4- ;>  +  .  ..+  /)] 
X 


(2.'|) 


^)J' 


si  n  est  impair,  lesii^Mie  TT  s'étoiidant  aux  racines  co,  de  façon  (jue  w 
et  -  pai'conicnt  LouLes  les  racines  excepté  ±  i.  Autrement  dit,  à  part 

la  racine  cï  4-  />  + . . .  4-  /  ('t  la  racine  a  —  h  -h ...  -^  le  —  /,  qui  n'existe 
que  si/;  est  pair,  toutes  les  autres  racines  sont  deux  à  d(Uix  égales 
et  de  signes  contraires. 

En  ellet,  donnons  à  a.  h,  c,  ..  ,  /;,  /les  valeurs  particulières 


/.  =  o,        /  =  o. 


Alors 


|(S): 


1  —  S  O  O 

o         ^  s     o 


:(I-S) 


=  (.-S) 


=  (.-S) 


s        o 
I  — s 


I  —  S 


=  (i-S)(i-S)l-^l(n-S)  1=1, 

-    désignant  le  plus  i^rand  entier  contenu  dans  -  >  ce  qui   vérifie    la 
décomposition  annoncée  dans  ce  cas  particulier. 
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Cette  (lécomposilion.  ayant  lieu  pour  certaines  valeurs  réelles  de  a, 
b,  ....  /,  aura  lieu  pour  des  valeurs  réelles  voisines,  car  les  racines  ne 
peuvent  sauter  brusquement  du  positif  au  négatif.  Les  égalités  (23) 
et  (^4)  étant  vraies  pour  une  infinité  de  valeurs  de  a,  J>,  . .  .,  l  sont  des 
identités,  par  suite  elles  sont  vraies  pour  toutes  valeurs  de  a,b,  ...,/, 
les  deux  membres  étant  entiers  en  a,  b,  ....  /. 

58.  Revenons  maintenant  à  l'équation  (^22).  Ici  it  =z p  —  i  est  pair; 
on  voit  alors  que  les  racines  sont 


et 


D'a  il  leurs 


[^  i\p       si/'  =  — 1         (mod4) 


et 


^  \  (1) 


=  H-,-wU'-T-...+  w''-'Il  "-'' 

^  —  I  —  03  — 'jj-  — ... —  w    -        -t-C/-*  —  i)w    "    — '-^    '         — ••• — ^''~' 

=  /JCj   2    =1!:/), 

suivant  que  co  -    =±1. 

Donc,  tinalemeiit,  les  racines  de  'j(  S)  sont 


aux.  mêmes  degrés  de  miiltiplicilé, 

■  \'P  ) 


-i\Jp 


■àu\  mêmes  degrés  de  multiplicilé. 
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L;i  somiHL'  des  duijrés  de  iniillinlicité  îles  l'aciiics  ±  i \p  est  ~ • 

La  soiiiine  des  doi^rés  de  iiiiilliplicilé  des  racines  dr  yyj  est  — —  —  i, 

en  y  romp/arif  /a  racine  /'  <^/). 

L'é(]iialioii  (2'j  )  esl  donc  complètement  résolue. 

59.  Considérons  d'aiiord  la  racine  —  r.  Etant  sim|)le,  elle  n'an- 
nule pas  tons  les  minenrs  dn  déterminant  (22)  :  donc  elle  donne 
pour  «,,  (1^ «^,_|  un  systi'me  unique  de  valeurs,  qui  est  d'ail- 
leurs 

rt,  =  rtj  =  . . .  =  (/^,_,. 

Ce  système  de  valeurs  ne  satisfait  pas  à  la  condition 

«1  H-  «2  -h ...  +  «,,_,  =  o  ; 

mais  il  correspond  à  la  fonction 


pour  la({uelle  on  trouve  facilement  une  relation  fonctionnelle. 

GO.  Considérons  maintenant  les  racines  rt  \p,  ±  i\p. 

A  l'une  de  ces  racines  correspond  au  moins  un  système  de  valeurs 

rt,  ,  a. r/^,  _|  . 

Ces  valeurs  satisfont  à  la  condition 


carajonlons  les  équations  (->i),  nous  obtenons 

(  S  4-  1  )  (  ff,  4-  (/.,  4-  .  .  .  +  rt^,_.,  )  =:  o, 

et  puisque  S  ^  —  1 , 

rt ,  4-  rt ,  4-  .  .  .  -l-rt,,_  ,  =  o. 


SIR  l.\   PONCTION  -(  S)  OF.  niKMANN  F.T  SLR  DES  FONCTIONS  ANALOGITS.        ^S 

61.  Plus  généralement,  le  promier  membre  de  l'équation  en  S 
étant  un  déterminant  symétrique,  soient  S,  S'  deux  racines  dille- 
rentes  de  cette  équation,  soient 

«,,      a.,       a,., 

a\,     ^;,      ....      a',, 

deux  systèmes  de  valeurs  de  «, ,  «_. a^,,   correspondant  res[»ecti- 

vement  à  S  et  à  S',  on  a,  d'après  une  pro[)riété  connue  des  équations 
de  cette  forme, 

62.  Je  dis  maintenant  que  les  valeurs  trouvées  pour  a,.  «„ « 

satisfont  aussi  aux  conditions  (19,). 

En  ef'i'el,  ces  équations  expriment  que  les  deux  coefficients  «^  et 
(7/,_A  sont  égaux  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  Or  il  est  visible 
que.  si  dans  les  équations  (21)  on  fait  r/;;  =  c//,_/^.  deux  é(|uations  équi- 
distantes  des  extrêmes  deviennent  identiques  à  cause  de 


(25) 


et  qu'il  reste  —^ —  équations    pour  déterminer   a,.(t^ a ,_^ 

savoir 


"'(''■P 


De  même,  si  l'on  fiiit,  dans  ces  équations  (21). 

«<■  =  —  Clp.i, 


7^  E.     (^AIir.N. 

('lies  se  réduisent  oncoro  à  — ^^,  à  savoir 


(•.G) 


'''(«/-. -^;'-. 


<7o   /fV,-     ,    —  «' 


"„_i  1  «„_i  —  a. 


Donc,  Ifs  cocnicicnfs  (7,,  r/^,     ...  a^_,  satisfont  à  (ontes  les  condi- 


lion^ 


G?},   ncmanjue.  —  Des  équations  (aS)  on  déduit  pour  déterminer  S 
l'équation  de  degré  ^^-'  > 


9i(S)  = 


a,      +  sel'"' 

-S 

aJ-4-  «','"- 

a,' 

«2      +  «?    ' 

«_;+  c^"' 

—  S      . 

a,' 

+    «o' 

a     ,  +  «'',' 

/'    '  ^    /'-i 

et  des  équations  (2(>),  l'équation 


9.(8): 


s     a-  —  ar 


«:;  —  «!;''  —  S 


a,"   —  a,' 
a.i"    —  a," 


Cf.,    ,  —  C(  , 


Ce  qui  montre  que  l'équation  (22)  doit  se  décomposer  en  ces  deux- 
là.  La  décomposition  est,  en  ciret,  facile  à  faire. 
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De  plus,  en  formant  o,(Sjq,(—  S),  on  trouve 

?i(S)9,(-S)  =  (S'— i)(S^-/>)  '  " 

et  de  même 

p-i 

9,(S)9,(-S)  =  (S^+/))  -^  . 

Donc  ce  sont  ±  \'p  qui  donnent,  pour  «,,  r/^ «/,_f .  des  systèmes  de 

valeurs  dans  lesquels  <?*=  «/^-a,  et  les  racines  ±  i\p  qui  donnent  des 
systèmes  de  valeurs  dans  lesquels  a/,^=  —  a^,,. 

64.  Ces  valeurs  sont  réelles.  En  effet,  si,  dans  les  équations  (if)^). 
on  cliange  i  en  —  ?',  ce  qui  revient  à  changer  a^  en  a^_^,  on  obtient 


Les  systèmes  de  solutions  de  ce  système  dans  lesquels  a^=  r7,,_A  sont 
communs  avec  le  système 


qui  est  le  système  (193). 

Donc  les  solutions  n'ont  pas  changé  par  le  changement  de  ;  en  —  i, 
donc  elles  sont  réelles. 

On  verrait  de  même  que  les  systèmes  de  solutions  correspondant  à 
Oa=  —  fl^_A  changent  de  signe  par  le  changement  de  ('  en  —  i.  Donc 
elles  sont  purement  imaginaires,  et,  comme  d'ailleurs  on  peut  prendie 

pour  a,,  a.,, fip_,  des  valeurs  proportionnelles,  on  peut  dire  qu'elles 

sont  réelles. 

65.  On  obtient  ainsi  p  —  i  séries  jouissant  d'une  relation  fonction- 
nelle. En  effet,  pour/j<:'),  l'équation  en  S  n'a  pas  de  racines  multiples. 

Pour/j>  5,  l'équation  en  S  a  des  racines  multiples.  Ces  racines, 
d'après  une  propriété  connue  des  équations  de  celte  forme,  an- 
nulent  tous  les  mineurs  du  déterminant  (22).  Donc  à  ces  racines 
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tiiiilti|>l('s   (•oi'i'cspomiciil    une   iiilinilr   de   sysliMiics  de   \;ilciirs  de  c/, . 

((., ''/,-i.  iloiil  /■  sdiil  liiiéairi'iiieiil  iii(l(''|)cii(l;iM(s,  en  (lésiifiiaiil  par 

/■  l'oi'dic  de  iinilli|dicifc  de  la  rarine  S.  (]es  /•  systèmes  donnent  /■  sé- 
ries linéairement  indépendantes.  Va\  lent  on  tronve  donc  /;  —  i  de  ces 
séi'ies. 

Les  coeflliientsf/,,  r;^.  . .   .  r/^,.,  une  (bis  déterminés,  on  obtient  une 
série  Vis)  qui,  si  S  =  ±:  v/^  satisfait  à 


^-^  )        2C0S(«  —  i)-F(i  —  s). 


Si  S  =  d;  i sjp,  la  fonction  F  satisfait 


-    '  \-e  -F(i-.0+P  ■V{^-s)_ 


V{,i-s)        \  p 


yj'  •,,-,in(.s--i)^F(i-,s-). 


()G.    Rc/na/r/iic.  --  De 

SF(.v) 
l\^-s)-\p 

on  déduit,  en  cliangeant.*  en  i — s, 

SF(i  — .ç)       /27t: 


—  )       2  cos(i  — i)- F(i  —  .S-), 


P,    ,        —  i  —  ]     2cos^ — F{i-). 

Multiplions  membres  à  membres 

(S--  —  /')  F(.OF(i      .ç)=o, 
d'où 
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De  la  relation 

S  Fui  f2-Y-'    ...  n,, 

r(i  — i)        \p  J  '  1   ^       " 

on  déduirait  de  même 

ce  qui  prouve  d'une  façon  détournée  que  l'équation  en  S  n'a,  outre  la 
racine  —  i,  que  les  racines  ±  \p,  ±  i\/). 

Premier  exemple  :  Le  cas  de /;  =  '3  a  déjà  été  traité. 

Deuxième  exemple  ■  p  ^  5 . 


9i(S)^ 
a  pour  racines 


a  =  e  "  ; 

-  I  —  S         3(-  +  y? 

-  1  ~  S     a  '  +  a  —  S 


—  I      et     a — a- — y?  ^ 'j^' ^=.  \  '.y  \ 
92(S): 


sf  —  y.  —  S         y-  —  y 
y.-  —  y?         y.  —  a*  —  S 


a  pour  racines 

±«\/5. 

Toutes  ces  racines  sont  simples  et  l'on  trouve  facilement  : 
Pour  S  =  +  y  5,  la  série 

qui  satisfait  à 

—  '         '       2  cos(.ç  —  i)- F(i  —  .S-); 


\k\  —  s)        \  5 
[)our  S  =  +  /\  j,  la  série 


8o 

([iii  salisl'ait  ii 


^,=^(H)"..,„._„Ek.,-,. 


j)(iiii'  s  :^  —  /y':"),  la  série 


Il  > Jh        1  si  11  V-  —  v' 

5         '  5  ' 


.3  3  SUl  ■ 


qui  satisfait  à 


\/5F(.v) 
\\y-s) 


2  7l\-'"-'  7î 

-^  2  siii  (  .S  —  1  )  -  F  (  1  —  .V 1 


Troisicme  exemple  ;  />>  ^  ■y. 


a  ^  e  '  ; 


9.(S)  = 


=  -(i+S) 
a  pour  racines 


a  +  a" — S         5t--t-a*  a^  +  oc' 

a- -h  c}         y} -\- a? — S  a" -h  a 

a'  -t-  a''  «^  -H  a  a-  +  c'  —  S 

a'+a^ — oc- — a' — S  a^+a  —  a- — yJ" 

(â  n- y.  —  y'' — y'         y.'-^y}      y? — y' — S 


—  I     et     ±v'7' 


qui  sont  simples. 


9,(S): 


y.  -  ■  yS' — S         y-  —  y.''  y:'' — y' 

y- — y'         a' — a"' — S  a'' — a 

y.^ — a'  a' — y  y- — a° — S 


=  (  a-  —  y.'"  —  a''  4-  a  —  y?  -t-  y.''  —  S ) 

a  pour  racines 


y.''  —  ot''  +  a''  —  y  —  S         a-  -\-  yJ'  +  st''  —  y 
y-  —  a'  +  a^  -t-  y'        y  —  a*  -h  a''  —  y'  —  S 


—  i\^~,     racine  simple, 
-^i\'~,     racine  dotiljle, 
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Les  racines  simples  donnent  :  la  racine  +  y  7 

(i  —  s';)  cos— ^  —  I       (i  +  vV)  cos  ^- —  I       ('i -!- \'7.M  cos  ^  +  cos^  )  —  3 


(i  —  \  7)  (  cos  ^  ^  cos-^j  —  2       (i  +  \'7^  cos  ^'  —  I       (' -I- v'7)  ^'O^-T" 


la  racine  —  y  7 
6- 


(  '  ~  S  '7)  cos  -^  —  I       (1  —  s  7)  cos  ^  —  1       (  I  —  \^)  (  cos 


cos  - —    —  a 


(i  —  V  7)  (  cos  ^'-t-cos-^)  —  2       (i  —  (v'7  )  cos 


(i  —  \'7.)  cos  • 


^] 


la  racine  —  '  v  7 


.2-         .8-            .     9.T.         .4-            ■     ^r.         .     10- 
isiii r  siii  —       2sin 1- sm —        2Sin hsin 


.     8t: 
2Sin h  sin 


.2-        .4-            .2-        .    8zl 
;  sin  — — i-  sin  -^       2  sin h  sm  —  | 


+  i\~,  racine  douhle  donne  deux  séries  linéairement  indépendantes; 
par  exemple 


j        I        1 

4'''       5"'       6' 


el 


et  il  est  facile  d'écrire  les  relations  fonctionnelles  auxquelles  satisfont 
ces  séries. 

67.  Généralisation  de  la  fonction  H(/j.  —  Enlin,  pour  compléter 
l'analogie  entre  nos  nouvelles  fonctions  et  les  fonctions  "C(.v)  et /(.?),  il 
reste  à  trouver  des  fondions  analogues  à  celles  que  nous  avons,  aux 
n""  27  et  38,  désignées  par  ;(/)  et  0(/). 

C.  11 
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Nous  avons  (roiivô  dos  fondions  F(.v)  =  ^  -"  de  quatre  espèces, 
salisCaisanl  ii  (|uatre  relalions 


r(i-.v) 


(^y)       .2C0S(.v-i)^F,(.-.v), 

Ces  relations  peuvent  s'écrire  sous  une  autre  forme  : 


!•",  (s)  r  /  '-^  )  (  -  j    "  ne  change  pas  par  le  rliangemenl  de  s  en  i  —  .s. 


\-'i(s)  r  (  -  1  (  -  )    '   cliange  de  signe  »  n 

F, (s)  ri '  )  (  -  )    "ne  cliange  pas  »  » 

F.  (.•;)  r  ( )  (  -  )    '   cliange  de  signe  »  » 

().S.  De  là  on  déduit,  comme  aux  n""  29  et  38,  les  zéros  de  ces  fonc- 
tions. 

Ivcs  fonctions  F,  et  F.,  ont,  comme  zéros, 

—  2  A-  (A-  =:  O,  I,  2,  . .  .  ) 

et  les  fonctions  F.,  et  F., 

—  (2/,  +1)  (X  =0,  1,2,  .  .  .) 

De  plus,  ces  fonctions  ont  respectivement  des  racines  ,3,.  .3,,,  ["1,,  j3, 
telles  que  1  —  [i,,  i  —  [i.^,  i  —  [i,,  1  —  [3,,  soient  aussi  racines. 

Nous  allons  donc  former,  comme  nous  l'avons  fait  pour 'C(.y')  et  y  (s), 
des  fondions  liolomorplies  qui  n'admettent  plus  (|ue  ces  raciiu's-là. 

Il  faudrait  pour  cela  avoir  des  fonctions  analogues  aux  fonctions  '^ 
et  9  des  n°'27  et  38. 
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Voici  la  marclu'  que  nous  suivions. 

Nous  remarquons  que  la  relation  tbnctionnelle  à  laquelle  satisfait  o 
ou  '^  permet  de  démontrer  celle  à  laquelle  satisfait  "C  ou  y .  En  etVet, 
les  formules  des  n"'  27  et  38 

montrent  immédiatement  que  le  second  membre,  et  par  suite  le  pre- 
mier, ne  change  pas  par  le  changement  de  5  en  i  —  .s-.  Inversement,  il 
est  probable  que  de  la  relation  à  la(iuelle  satisfait  Z  ou  /,  on  doit 
pouvoir  déduire  celle  à  laquelle  satisfait  j/  ou  o.  C'est,  en  ell'et,  ce  ipie 
nous  allons  montrer  tout  à  l'heure,  et  par  analogie,  puisque  nous 
connaissons  les  relations  auxquelles  satisfont  F,,  F^,  F^,  F,,  nous  en 
déduirons  des  fonctions  ç.,,  o^,  o.^,  o^  analogues  à  o  et  o,  d'où  ensuite 
les  fonctions  holomorphes  ayant  pour  racines  3,,  3-,,  ^3  [i.,. 

69.  Soit,  en  général,  une  fonction  Fû)développable  pour<fl.(:f)>/^o 
en  série  y  — '>  et  supposons  que  cette  fonction  jouisse  de  la  propriété 
que 

ne  change  pas  par  le  changement  de  s  en  />  ~  s,  ,3,  a,  /;,  /.•  étant  des 
constantes. 
On  a 

e  y  =  — —    I  fis 

(en  désignant  par  A  un  chemin  d'ailleurs  quelconque,  et  cjui  pourra 
changer  dans  la  suite,  mais  situé  à  droite  de  0/  et  s'étendant  de  —  -^i 
à  H-  cce);  d'oii 

c-y^^  /    — -, —  ds         ou  v'-e  >^=  ^r-   /   ^ ils. 


«'■ 


I..     CAlir.N. 


F;iis()iis  )  =3  //'^[■j.r,  il  \i('iil 


ds. 


Faisons  sucrcssivcmonf  «  =  i,  2,  3 multiplions  pjir  a,,  a. 

et  ajoutons,  il  vient,  en  posant  V  a„ //'''' f  "''''=  ■|'(r). 


on  encore 


'',IW    ri  — 


5'',r''^(.r) 


^A  •*■" 


F(,î) 


Il  faut  snp])(iser  (jnc  le  elieniin  A  ait  été  primitivement  choisi  assez 
loin  il  droite  de  Ov,  [tour  ([ue  dans  les  translormations  successives,  il 

soit  resté  îi  droite  de  la  droite  de  convercence  de  la  série  V  — "•  On 

peut  supposer,  par  exemple,  que  A  soit  une  parallèle  à  Oj  d'abscisse 
a  ;>  /.  Ainsi 


(27)  fi'\r''^  (.(■): 


'-r    />+  -     F(, 


Changeons,   sons   le   sit;n(>    /,    s   en    Â- —  s ,    et    remarquons    que 
[i   '-^rlh-i-  -  )I'\-^')  ne  change  pas  par  hypothèse,  on  a 


(.8)         pA.r"^(.r)^.-4-x  -^ 


P    «r    6+-    F(.s-) 


(h 


(i) 


IMais  Finlegrale  du  second  niemlii'c.   prise  le   long  de    la   parallèle 
d'ahseisse  a,  est.  d'api'ès  la  foi'nuile  (  27  ),  égale  k  2iz'^''(~]  'l/i  - 
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Par  une  intégration  elFectuée  le  long  du  contour  du  rectangle  ABt^D 
(Jiff.  I?.),  AB  et  CD  étant  à  l'infini,  on  déduit  facilement  /   /     et    / 

V  ^   Al:  ^   Cil 

étant  nulles)  l'intégrale  du  second  membre  de  (28)  en   fonction  de 


']/ (  -  j  et   des    résidus  contenus   dans    le  rectangle.    On  a   ainsi    une 

relation  entre  ■l(x)  et  M.)- 

Ainsi,  à  la  relation  fonctionnelle  entre  ¥(s)  et  V{/>  ~  s)  correspond 

une  relation  entre  'J>(j:')  et  '|(-)' 

En  appliquant  cette  méthode  aux  fonctions  Z(s)  et  y  (s),  on  retrou- 
verait facilement  les  propriétés  des  fonctions  ']>  et  o  des  n'"  27  et  38. 

70.   Ceci  posé,  prenons  maintenant  les  fonctions  F|(.v)  =  "V  i^  qui 

sont  telles  que  F,  (^)  r(  ^  )  (  -^  )     ne  cliange  pas  par  le  changement  de  s 

en  I  —  s. 
Posant 

on  trouve 


r  - 


9i(-^') 


-         I-,(-v) 
-i^^ (/,y         ;'l  (  «  )  >  o, 
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cL  par  le  cliang(!iiu'iit  (le  v  cm  i  —  .v 


l' 


Fi(*) 


9,(-^-)  = 


V'.r 


Ov  1/ ^  o,  siip|)()S()ns  û  <^  ] ,  il  l'ii  résulte  i  —  a'^o,  de  sorte  (jue 
l'iriléi^iale  du  second  membre  égale  a.at-.oJ  — j- 
Doue 

V/'^  9.  (■'■)  =  ?.  (7)  • 

Pour  les  fonclious  ï'..{s)  =  ^^  ^y;  telles  (|ue  Fo(.v)  r(  ^  )(-)     change 

de  signe  par  le  eliangemeni  de  a'  en  i  —  s,  on  trouverait  de  même  que 
la  l'onction 


jouit  de  la  propriété 


<f,(,r)=^/>„r     > 


v'.ro.,(.r)  =—9. 


Ensuite  la  fonction  F:,(.v)  =  ^77'  ttdle  que  F,(.v)(^  )      (—7,—-)  'i»^ 
change  pas  par  le  (dningement  de  .v  en  i  —  s,  donne,  en  posant 


"'■"'■      ''    =93  (•'-), 


par  le  changement  de  a' en  i  - 


\'{S) 


I  +  .V  \  /  r  ' 


F(.0 


?A'r)^ 


ds. 


[i 
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d'où  facilement 

Et  enfin  la  fonction  F^i^v)  =  ^  ^^  donne  une  fonction 


telle  que 

T-  Oi(a-)  ^  —  ?l  (  ~ 

Comme  cas  particuliers  on  a  les  séries 

?.(•■'■)  =2  (z!)'''^^         *•  /j  =  i(mocI4), 
pour  lesquelles 

v/:?9,(^)  =  '.,(^-];), 

et  les  séries 

?3("f)=2'M  "  U'   "   ''  ?\p=—i  (mod4), 

pour  lesquelles 

71.  3Iaintenant  nous  pouvons  donner  l'expression  des  fonctions  ho- 
lomorphes  ;,,  ç^,  Çj,  c.  analogues  à  l. 
Prenons  d'abord  F, (5). 
On  trouve  facilement 

nOiii" '■■<"=/"  ""''■'•'"" 

^/     ar      Oi{x)dx-^j     x'-      o^{j-)dx. 

En  faisant,  dans  la  première  intégrale  du  second  membre,  le  clian- 
gement  de  variable  ->  et  tenant  compte  de  la  relation 


88 

011  (ililiciil 

(39) 


^(j;)(=)"'^'^^)-/ 


-    -h.r  -  jo,(.r)r/.r. 


Sous  celle  l'or'riie,   il  esl  iippiireiil  (|iie  le   second   mcinhrc,   et  par 
suile  le  premiei',  no  cliange  pas  pai'  le  cliangcnient  de  s  en  i  —  s. 
Celle  l'onclion 


'[^)[J')      ''''' 


n'a  pins  que  les  racines  [3,.  Remplaçons  s  par  ',  -f-  //et  posons  le  pre- 
mier nienihit!  (le  (29)  égal  à  :,(/),  on  a 


,(/) 


=  ■('■ 


'  cos-  loii.r  9i  (./■)  r/.i 


Les  racines  a,  de  ^,(1)  sont  liées  aux  racines  p,  par  les  relations 
p,  =  !  +  «,/. 
Une  fonction  Y^i")  donne 


n;)0)-'M-)= 


/     .r-     '  9,  (,7-)c/,r -!-  /      _,.-       9o(,r)o?x 
=  r    (,;-^~—  ,r~  ~^)  o.,i.)-)  (Li- 
on, reni|)lacaiit  s  par  :-  +  //  et  posant  le  premier  membre  égal  i^.,(/). 

Une  l'onclion  F,t(.ï)  donne 

.  1       .t-_l  ,.»      s 1 

=  /     .r   -    93 (.r )(•/.;■  +  /     ./■   "    (^■^{^r)  djc 
'  0  *  1 

=  1     {,r~-i-.r''Vo,{.i-)cU; 
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f     -l  t 

C3{1)^2J     a:    •  cos  -  loiTX  9(.i)  rf.r. 

Kt  enfin  Y i(s)  donnerait  de  nuMiie  une  fonction 

1^(1)^:  2  j     .r    *  sin     logx  Ov(a-)  rf.r. 

Les  fonctions  ^,,  ^3,  —,    '  sont  du  genre  zéro  en  i-. 

72.   Application  de  la  imlhodc  prccédente  à  d'autres  fonctions.  — 
Revenons  à  la  méthode  générale  du  n"  69.  En  rapi)li(]uanl  ;i  d'autres 

fonctions  V  -'\,  jouissant  d'une  relation  fonctionnelle  analogue  aux 

précédentes,  on  en  déduit  d'autres  fonctions '^(j:),  jouissant  d'une 

relation  entre  '■i>(.r)  et  'M   - 


Exemple  :  la  fonction 

F(.)  =  r(.)7.{-0=J;5' 

1  =  1 

rt„  étant  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  //  qui  sont^^i  (mod'i) 
sur  celui  de  ceux  qui  sont  ss—  i  (mod  4)- 
Comme 


'K{s) 
et 

ne  changent  pas  par  le  changement  de  i  en  i  ~  s,  il  en  sera  de  même 
du  produit  de  ces  deux  fonctions,  et,  par  suite,  aussi  de 

V  (s)  F  (s)  {-.)-<. 


oo 


I'i)saiit  iilors 


yr/„t-'"^--^9(,r). 


on  ohlicnl,  (>;ir  le  calcul  imliquc  au  n"  GO. 

(3o)  ,r  9  (.,■)_  v( 


<',(■  fcsultat  pouvait,  iraillcurs.  s'olilenir  autronu'iit;  i  ar  «„  —  le  (|uail 
(lu  uouilti'c  (le  i'a(;ons  dont//  est  dcconiposahh^  en  deux  carres.  Doin- 


.',  y,/„t-'"^-' 


■,Vr- 


et  en  se  reportani  ;i  la  relation  à  la(jU(dle  satisfait  le  "' 
(acilenient  la  formule  (  io). 

Eu  couihinanl  de  ruèuie  par  luulliplicatiou  les  séries 
on  olitiendrail  des  formules  analogues. 

73.  Voici  encore  un  autre  exemple  : 
Nous  partons  de  la  fonction 

en    désignant  par    a(//)  la  somme  des  diviseurs  du 

verra  facilement  (|ue 

V{s^-  .)('>7:)-M'(,s-) 

ne  change  pas,  par  le  changement  de  .v  en  2       s. 
Posant  alors 


' ,  on  l'elrohvi 


I',.  I"..  I',.  I' 


noinlire   //.    On 


ou  ai'rive  a 


ÎTT.r  X"    |_         'iTT 
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«■Il  (li-sigiiant  pai'XA  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 

r(.s-.)(2r.r)-';(.v)?(-«-0 

coiitenne  dans  nn  reclangle  ABCD  ( //g.  i  i),  BC  ayant  une  abscisse  com- 
nrise  entie  2  et  3,  et  AD  entre  —  i  et  o. 


A|très  calcul  facile  on  arrive  ii 


La  considération  des  fonctions  'Ç(s)'Ç(s  —  3),  'Ç{s)'Ç(s  -  5).  ...  tloii- 
nerait  des  formules  analogues,  mais  plus  compliquées. 

7  I.  Rapport  avec  la  théorie  des  fonctions  et  du  groupe  modulaires.  — 
Maintenant  remarquons  que  tontesces  séries  sont  périodiques.  Prenons 
par  exemple  la  fonction  9,  (  .r  )  du  n"  70. 

On  a 

o,(  -  )  =  .i--'j,(,r)         et         9, (.r-t- 2/)j)  =  0, (.«■). 


l'osant  ,r  =  M-,  on  peut  exprimer  ces  r(dalions  en  disant  (|ue  des 
valeurs  de  la  fonction  pour  un  certain  argument  y,  on  déduit  les  va- 
leurs de  la  même  fonction  pour  l'argument  déduit  du  précédent  parles 
substitutions 


\    —  I      o    '  \    o        I       ' 


Ç)i  F..     CAIHN. 

On  iuir;i  donc  les  valeurs  de  la  lonction  ponr  tons  les  af^iinicnls 
<lé(lnits  (le  >'  par  les  snhslilntions  dn  ij;r(iu|u'  dont  les  dcnx  [ircccdcnlcs 
soiil  les  i^énérad'iccs. 

Considérons  dcnx  fonctions  '^,,  correspondant  an\  deux  nonil)res 
j)reinicrs  />,  q,   tons   dcnx  de   la   l'ornie  4"-!-'.   <>i'   tous  dcnx  de   la 

9''" 
(orme  /[//  —  i .  Soient  9/"  et  9/  .  Le  rapport  '4^  est  une  fonction  niodu- 

iaire,  invaria])le  par  les  snl)Slitntions  du  groupe,  dont  les  substitutions 
i^éncra triées  sont 


(k^s  considérations  établissent  un  lien  entre  la  théorie  des  fonc- 
tions ^  ^^  à  coefficients  périodiones,  et  celle  des  fonctions  et  du 
groupe  modulaires. 

75.  Rernanjue.  —  iMitin  nous  terminerons  en  exprimant  des  séries 
de  la  forme 


«i^  (  ant"  +  2  bmn  -t-  en- Y 


(a,  h,  r,  entiers;  m,  n  ])renant  tous  les  couples  de  valeurs  entières, 
0,0  excej)té  )  au  moyen  des  fonctions  précédentes. 

Nous  citerons  seulement  ici  comme  exemples  les  formules  suivantes 


V 


:(^)z('«)  +  ?(a.ç), 


I  (  m-  -h  II-  y 
0(.ç)  étant  la  série  à  période  8 


I        1        I 

I'        o"'        S' 
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On  peut  démontrer  ces  ibriiiiiles  en  évaluanl  le  iinnihrc  de  fois  (|iic 
chaque  terme  est  contenu  dans  cliaque  memhre. 
Mais  ceci  appelle  des  recherches  plus  générales. 
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